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сВведеніе. 

Предмета строительной механики и ея раздѣлѳніѳ. При проектиро-
ваніи сооруженій необходимо принимать во вниманіе: во-первыхъ, чтобы 
сооруженіе удовлетворяло своему назначенію, и во-вторыхъ, чтобы оно 
могло сопротивляться дѣііствію внѣшнихъ силъ. Внѣшнія силы,дѣйствую-
цця на сооруженіе, могутъ быть химическія и механическія. Защищая 
сооруженіе отъ вредиаго вліянія химическихъ силъ помощью извѣстныхъ 
предохранительныхъ средствъ, мы должны будемъ изучить, въ каждомъ 
частномъ случаѣ, вліяніе механическихъ силъ и придать частямъ со-
оруженія такіе размѣры, чтобы послѣднее могло возможно дольше 
сопротивляться дѣйствію внѣшнихъ механическихъ силъ. 

Изученіе вліянія механическихъ силъ и выполненіе указаннаго 
условія составляетъ предметъ строительной механики. Сопротивляе
мость же сооруженія дъТіствію механическихъ силъ зависитъ отъ двухъ 
факторовъ: во-первыхъ, отъ самаго матеріала, изъ котораго возводится 
соору;кеніе, а, во-вторыхъ, отъ конструкиіи его частей. На основаніи 
этихъ двухъ условій сопротивляемости сооруженія, а именно: условія 
прочности и условія устойчивости его, строительная механика распа
дается на два отдѣла: 

1) Теорію сопротнвленія матеріаловъ, изслѣдующую зависимость 
между силами внѣшними и внутренними, которыя вызываются измѣне-
ніемъ формы матеріальнаго тѣла. 

12) Статику сооруженій, разсматривающую условія устойчивости 
и прочности различнаго рода сооруженій и излагающуюдспособы онре-
дѣленія цѣлесообразиыхъ конструкцііі и размѣровъ сооруженій въ 
зависимости отъ этихъ условій. 

Для изслѣдованія вопросовъ строительной механики можно при
ложить два способа: аналитически и графически. Мы, въ свою очередь, 
будемъ прилагать тотъ изъ способовъ, который найдемъ болѣе удоб-
нымъ для даннаго случая, пользуясь также графико-аналитнческимъ 
методомъ. А потому, изучен te строительной механики намъ придется 
начать съ графической статики, куда нами отнесены также оиредѣленія 
центра тяжести площадей и ихъ моменты перваго и втораго порядка. 
Послѣднее сдѣлано, во-первыхъ, въ виду того, что для ихъ опредѣленія 
мы будемъ пользоваться также графико-аналитнческимъ методомъ, а 
во-вторыхъ, потому что, предварительное ознакомленіе со способами 
опредѣленія центровъ тяжестей и моментовъ ихъ площадей необхо
димо для дальнѣіішихъ изс.тѣдованіп въ теорін соиротивленія мате-
ріалов ь. Весь курсъ строительной механики выйдетъ въ трехъ частяхъ: 
первая часть—Графическая статика, вторая — Теорія сопротивленія 
матеріаловъ и ея приложенія и третья,—Статика сооруженій. 



Часть I. 
іЗрафигеская статика 

ГЛАВА 1-ая 

Сложеніе и разложѳніе силъ, лежащихъ. въ одной 
плоскости. 

1. Общія понятія. Статикою называется часть механики, зани
мающаяся изученіемъ условій равновѣсія тѣлъ, подверженныхъ дѣй-
ствію внѣшнихъ силъ, и, какъ намъ извѣстно нзъ теоретической 
механики, это изученіе пршюдитъ къ отысканію равнодѣиствующеи 
силы, пары силъ и условін, при которыхъ равнодѣйствуюіція 
уравновешиваются. 

Графическая статика рѣшаетъ эти вопросы геометрическим!» 
нутемъ. 

Для всѣхъ послѣдуюіцпхъ разсужденііі примемъ за исходные 
пункты т'Б же положенія, которыя приняты въ теоретической механикѣ. 

1. Всѣ разсужденія относятся къ тѣламъ неизмѣняемымъ, т. е. 
абсолютно твердымъ. 

I I . Силы лежатъ въ одной плоскости. 
I I I . Въ силу неизмѣняеностн тѣла, точка ириложенія силы можетъ 

быть перенесена но направленію дѣйствія силы. 
IV. Равнодѣйствующая двухъ силъ, приложенныхъ къ одной 

точкѣ равна, по величинѣ и направлению, діагонали параллелограмма, 
построеннаго на этихъ снлахъ. 

\ ' . Дѣііствіе, произведенное системою силъ, не измѣнится отъ 
ішеденія новыхъ силъ, взаимно уравновѣшивающнхся. Кромѣ этихъ 
теоретических!, условій, намъ необходимо условиться въ графическомъ 
нзображеніи силъ. Въ графической статикѣ принято изображать силу 
прямой лпніен, занимающей пзвѣстное поло;кеніе, обладающей опре-
дѣленной длиной н направленіемъ и характеризуемой стрѣлкой на чер
тежа» или иослѣдователыюстью значковъ на письмѣ. Изъ графическаго 
представленія величины силы становится яснымъ необходимость мас
штаба силъ. 

2. Сложеаіе двухъ силъ, имѣющихъ одву точку прнложенія. По-
ложимъ, что нрямыя ab и ad выражаютъ собою по величинѣ н 
направленію двѣ силы F, и Рѵ приложенныякъ одной точкѣ a. (Черт, la). 
Требуется найти ихъ равнодѣйствующую, т. е. сложить ихъ. 
По принятому нами положенію IY'-му, равнодѣйствующая ихъ выра
зится, по величшгЬ, направлению н положенію, діагональю параллело
грамма ас. Ту-же равнодѣйствующую мы можемъ получить несколько 
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инымъ путемъ, а именно: вмѣсто того, чтобы строить параллелограммъ, 
сложимъ геометрически наши силы. Для этого въ стороне беремъ 
точку 0 (Черт, lb), проводимъ черезъ нее прямую 01 параллельную 

первой силѣ Pt и откладьгваемъ ея ве
личину; изъ конца этоіі силы (1) про
водимъ прямую параллельную второй 
силѣ и откладываемъ ея величину. Замы
кающая сторона 02 треугольника выра-
зитъ собою равнодействующую по ве
личина и направленію, которое, на ос-
нованіи прежняго построенія, встречается 
съ направленіемъ си.ть составляющих!,, 
если смотреть по периметру треуголь
ника. Зная точку a приложенія силъ на 
чертежѣ la, остается перенести въ нее 
равнодѣнствующзгю. 

Въ данномъ случае, такой способъ 
нахожденія равнодействующей неимѣетъ 
преимуществъ передъ построеніемъ па-
раллелограма, но, какъ мы увидимъ 
ниже, при болыиемъ числе силъ и при 
нѣсколькпхъ точкахъ прилоя;енія ихъ, 
онъ значительно упрощаетъ построеніе. 

3. Сложѳніѳ нѣсколькнхъ силъ, при-
ложенныхъ къ одной точкѣ. Положимъ, 

имѣемъ нѣсколько силъ: Ри Р2, Ря,. . . . , приложенныхъ къ точке А. 
(Черт. 2). Для сложенія ихъ по правилу параллелограмма силъ — намъ 

пришлось бы найти равнодействующую 
сначала двухъ силъ Pt, и Р.2; затёмъ по
строить равнодѣйствующую изъ найден
ной равнодействующей Rt и 3-ей силы 
Р3 и т. д. Въ кондѣ концовъ, получили-бы 
силу R, дѣйствіе которой замѣнило-бы 
дѣйствіе силъ Ри Рг, Р3 и т. д. Но мы 
воспользуемся предыдущимъ способомъ 
геометрическаго сложенія силъ. 

Прикладывая одну силу къ другой 
по величине и направленію, лил получимъ 
незамкнутый многоугольникъ 01234 
(Черт ЗЬ.). Если^замкнемъ этотъ много-

черт. lb . 

терт. 2. 

угольникъ, то прямая 
04 выразить по вели
чине и направленію рав-
нодѣйствующую всѣхъ 
силъ. Действительно, 
проведя изъ точки о 
прямыя къ точкамъ 2, 
3, 4, видимъ, что діа-
гональ 02 выразить, на 
основаніи предыдущаго 
построенія, равнодей
ствующую силъ Pt и черт. ЗЬ. черт. За. 
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Р2; діагональ 03—равнодействующую силъ Р , и ' Р , т. е. силъ Pt, Pt, 
Р3, и т. д., следовательно прямая 04 выразитъ равнодействующую 
всехъ силъ. Основываясь на предыдущему мы видимъ, что нанра-
вленіе равнодѣйствуіоіцеіі будетъ встречаться съ направленіемъ состав-
ляющихъ, если смотрѣть по периметру многоугольника. Положеніе рав
нодействующей найдется, если перенесемъ силу, равную но величине 
отрезку 04 и по направленію отъ 0 къ 4, параллельно самой себе 
въ общую точку ириложенія силъ А. (Черт. За). Для получеиія болѣе 
обіцаго способа сложенія силъ, намъ остается решить здесь еще одинъ 
вопросъ: имѣетъ ли значеніе порядокъ сложенін силъ на величину и 
нанравленіе равнодействующей? Для решенія этого вопроса обра
тимся опять къ сложенію двухъ силъ и посмотримъ, зависитъ ли 
равнодействующая отъ порядка сложенія двухъ силъ. Построимъ 
сперва треугольникъ силъ, прикладывая къ концу силы Р , силу Рг, 
а затемъ построимъ также треугольникъ, прикладывая къ концу 
силы Р2 силу Р, ; сравнивая оба треугольника, видимъ, (Черт. 4), что 
въ обоихъ случаяхъ величина и направленіе равнодействующей оста
лись т е же. Следовательно, складывать сколько угодно силъ можно въ 
произвольномъ порядкѣ, такъ какъ это заключеніе, верное для 
двухъ силъ, очевидно, будетъ ве.рнымъ и для какого угодно числа 
силъ, ибо вышеизложенное доказатель
ство можно применить къ каждому изъ 
треугольниковъ 012, 023, 034 и т. д., 
составляющихъ многоугольникъ силъ. 
(Черт. За). 

4. Сдожѳніѳ силъ, дриложенныхъ въ раз-
ныхъ точкахъ Въ этомъ случае недоста
точно найти изъ многоугольника силъ вели
чину и нанравленіе равнодействующей, не
обходимо отыскать точку, черезъ которую 
нроходитъ равнодействующая. Мы могли 
бы это сделать по правилу параллело
грамма, продолжая силы до пересеченія, 
но чертежъ получился бы очень запутан-
нымъ, да, кроме того, ігѣкоторыя силы могли 
бы не пересечься на чертеже или пересе
кались бы подъ очень острымъ угломъ, что 
делаетъ построеніе не точнымъ; поэтому 
мы обратимся къ другому пріему, для чего 
предварительно намъ необходимо ознако
миться со способомъ разложения силъ. 

5. Разложѳніѳ силы на двѣ составляющія. 
Если нужно разложить силу на две про-
извольныя составляющія, то задача будетъ 
неопределенная, т. к. одну и ту же равно
действующую могутъ заменить всевозмож-
ныя составляющія, какъ это видно изъ 
чертежа 5, представляющаго несколько 
треугольниковъ силъ, имѣющихъ общее 
основаніе—равнодействующую R. Следов., 
вопросъ о разложеніи силы і? сводится къ построенію треугольника, 
у котораго непремѣннымъ заданіемь является одна сторона и поэтому, 

черт. 4. 



черт. 6а. черт. 6Ь. 

ствующая въ томъ случаѣ, когда силы имѣютъ несколько точект. 
приложенія. 

черт. 7 
6. Общій мѳтодъ сложенія сжлъ. Мы уже знаемъ, что, если имѣемъ 

нѣсколько силъ Р„ Pît Р3 ( Ч е Р т . 7), приложенныхъ въ раз-

Чтобы задача была опредѣленная, необходимы еще дв-fe даиныя. Огра
ничимся двумя случаями: 1) по направленію составляющихъ определить 

величины ихъ, и 2 ) по величинѣ и направ-
ленію одной составляющей найти величину 
и f направление другой. Не трудно видѣть, 
что, въ первомъ случаѣ, къ известной сто
роне треугольника (равнодѣйствующей) при
бавляются еще два извѣстныхъ угла при ней, 
а во второмъ, прибавляется сторона и уголъ 

черт. 5. между сторонами. 
Построивъ треугольники, перенесемъ по

лученный составляющія силы въ точки приложенія А (Черт, ба и 6Ь). 
Воспользуемся теперь указаннымъ способомъ разложенія силъ 

для нахожденія точки, черезъ которую должна проходить равнодѣй-
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Ныхъ точкахъ плоскости, то равнодействующая ихъ выразится по 
величинѣ и направленію замыкающей стороной многоугольника силъ. 
Для отысканія же точки, черезъ которую пройдетъ равнодействующая, 
разложимъ всѣ данныя силы на составляющая, соблюдая слѣдующее 
правило: 

черт. 8а. черт. 8Ь. 

Задавшись величиной и направленіемъ одной изъ составляющихъ 
(Р, ') первой силы (.Р,) опредѣляемъ величину и нанравленіе другой 
составляющей {Р") той же силы (Р1)', принимая полученную состав
ляющую { Р " ) съ обратнымъ направленіемъ за одну изъ составляющихъ 
(РІ) второй силы Р.Г, онредѣлимъ другую составляющую Pt" и т. д. 
Въ данномъ случаѣ приходится для опредѣленія второй составляющей, 
силу Р2 и первую составляющую Р./= Р," перенести въ точку В ихъ 
взаимнаго пересвченія. Не трудно вндѣть, что благодаря такому разло-
ясенію силъ у насъ останутся только дв-Ь силы: первая составляющая 
первой силы Pf- и послѣдняя составляющая послт.дноі силы Pt", 
дѣйствіе всвхъ остальныхъ составляющихъ, равныхъ и взаимно про-
тивуположныхъ, взаимно уравновесится. Пересѣченіе оставшихся со
ставляющихъ дастъ точку, черезъ которую пройдетъ ихъ равно-
дѣйствующая, a слѣдов. она же равнодѣйствующая всѣхъ данныхъ силъ. 

Построеніе значительно упростится, если мы обратимся къ много
угольнику силъ. 

Избравъ произвольную точку С (черт. 8Ь) и соединивъ ее съ 
вершинами многоугольника силъ 0123, мы тѣмъ самымъ назначили 
величину и направленіе одной изъ составляющихъ ОС первой силы 
и опредѣлили величины и направленія остальныхъ составляющихъ всѣхъ 
силъ. Мы видимъ, что дѣйствіе составляющихъ Cl и 1С, С'2 и 2 С, 
какъ равныхъ и |прямо противуположныхъ, взаимно уничтожается, и 
останутся двѣ силы ОС и СЪ. 

Строя на черт. 8а ломанную линію АВСДЕ, для чего проводимъ 
стороны ея «соответственно параллельными линіямъ ОС, Cl, Cl и СЪ 
многоугольника силъ, и продолжая крайнія стороны до ихъ пересѣче-
нія, получимъ точку F, черезъ которую пройдетъ равнодействующая. 

Указанный способъ отысканія равнодействующей по величине, 
направленію и положенію удобенъ тѣмъ, что даетъ возможность на
ходить равнодѣйств}-ющую и ея положеніе не только всѣхъ задан-
ныхъ силъ, но и какого угодно числа ихъ. Для этого надо продолжить 
до ихъ пересѣченія начальную составляющую первой взятой силы и 
конечную составляющую гюслѣдней и черезъ найденную точку пере-



— 10 — 

сѣченія провести линію параллельную соответствующей равнодей
ствующей многоугольника силъ. 

Разсматривая ломанную линію АВСДЕ, мы замѣтимъ, что она 
представляетъ какъ бы гибкую и нераатяжим}'ю нить, закрепленную 
въ точкахъ А и Е и у точекъ которой В С и Д приложены силы 
Ри Р, и Р3. Въ силу этого сходства ее называютъ веревочнымъ много
угольником ъ. 

Многоугольникъ 0123 называютъ многоугольником^ силъ или Ва-
риньоновскимъ многоугольником*.— прямы» СО, С\ іучами многоуголь
ника силъ, а точку С—полюсом ь. 

Итакъ, чтобы найти равиодѣііствующую ігЬсколькихъ силъ, не 
пересѣкаюнціхся на чертеже, строимъ многоугольникъ силъ, выбираемъ 
произвольный нолюсъ, проводимъ лучи и строимъ веревочный много
угольникъ; продолжая первый и послѣдніп лучи до ихъ взаимнаго 
пересѣченія, переносимъ, въ полученную точку равнодействующую, 
взятую изъ многоугольника силъ по величин-!, и направлению. 

7. Сложѳніѳ параллѳльныхъ силъ. При ихъ сложеніи многоуголь
никъ силъ обращается въ прямую линію, и равнодействующая будетъ 
равна по величине и направленію отрезку 04 (черт. 9b), точка ея 
приложенія получится въ пересеченіи крайнихъ лучей въ точке F. 

При сложеніи параллельныхъ силъ замечателенъ тотъ случай, 
когда две силы равны и направлены въ разныя стороны. 

черт. 10а. черт. 10Ъ. 

Построивъ многоуголньнкъ силъ (черт. 10b), увидимъ, что равно
действующая 02 равна нулю. Однако, это не указываетъ еще на 
то, что не произойдетъ движенія, изъ этого можно лишь заключить, 
что не произойдетъ движенія производимаго одной силой, т. е. посту-
пательнаго движенія. Д в е параллельный силы, направленный въ разныя 
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стороны, производить особый родъ движенія, называемый враіцатель-
нымъ. Ясно, что дѣйствіе такихъ двухъ силъ нельзя заменить дѣйствіемъ 
одной силы; и далѣе, если-бы мы стали искать точку пересѣченія край-
нихъ лучей веревочиаго многоугольника, т. е. точку, черезъ, которую 
проходитъ равнодѣііствующая, то мы ее получили бы въ безконеч-
ности, т. к. крайніе лучи параллельны (черт. 10а), и следов., пара силъ 
складывается въ одну силу, равную нулю и приложенную въ безко-
нечности. 

8. Особенный случай сложенія силъ. Въ заключеніе о сложеніи 
силъ, намъ остается сказать несколько словъ относительно выбора 
полюса, т. е. относительно выбора величины и положенія составлию-
щихъ силъ. Разберемъ здѣсь тотъ особый случай, когда нолюсъ сов-
падаетъ съ началомъ 1-ой силы во многоугольнике силъ. ' 

Первый лучъ въ данномъ случае обратится въ 0, второй будетъ 
равенъ первой силе, третій, четвертый и т. д. представятъ изъ себя 
равнодействующія данныхъ силъ. 

Действительно, если намъ надо определить равнодействующую 
силъ Р,, Рг, Р3, и Р4 (черт. 11), мы продолжили бы первый лучъ 
AB до встречи съ последнимъ лучемъ ЕД и черезъ точку пересечения 
провели-бы линію, равную и параллельную равнодействующей, но, 
какъ видно" изъ чертежа, положеніе равнодействующей совпадаешь 
съ положеніемъ последняго луча веревочнаго многоугольника. Такимъ 
образомъ, такой выборъ полюса сразу даетъ намъ на главномъ чер
теже положеніе равнодействующей. 

черт. 11. 

Указаное упрощеніе"имѣетъ обширное примѣненіе въ тѣхъ слу-
чаяхъ когда, при дѣйствіи на сооруженіе произвольно направленныхъ 
силъ, ' требуется найти давленіе въ любомъ сѣченіи. 

9. Равложѳніѳ данной силы на двѣ паралдѳльныя. Мы уже раз-
сматривали ранѣе («° 5) тотъ случай разложенія силъ на двѣ состав-
ляющія, когда послѣднія иересѣкались съ равнодѣйствующей; теперь 
же разберемъ тотъ случай, когда составляющія должны быть парал
лельны. 

Примѣнимъ къ этому случаю тотъ же способъ построенщ много
угольника силъ и веревочнаго многоугольника. 
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Разложимъ сперва данную силу Р на двѣ произвольно направ
ленный, пересѣкающія ее (черт. 12b), для чего въ сторонѣ строимъ 
треугольники силъ, выбирая произвольно полюсь С. Проведя лучи AM и 
МЛ (черт. 12а) соответственно параллельно ОС и С2, мы, тѣмъ са-
мымъ, опредѣлили направленія составляющих!,, которыя пересекаютъ 
заданныя направленія параллельныхъ искомыхъ составляющихъ въ 
точкахъ В и С. 

о 

черт. 12». черт. 12Ь. 

Перенося въ эти точки силы, равныя по величине и направленію 
ОС и С2, мы можемъ, въ свою очередь, разложить эти составляющія, 
задавшись общимъ направленіемъ ВС и двумя заданными направле
ниями параллельныхъ составляющихъ. Проведя въ треугольнике силъ 
черезъ полюсъ прямую Cl параллельно ВС, видимъ, что сила ОС раз
ложится по 01 и 1С, а сила С2 разложится на Cl и 12. 

Действіе силъ Cl и 11,какъ равныхъ и нрямопротивуположиыхъ, 
взаимно уничтожится, и останутся две силы 01 и 12, которыя мы и 
откладываемъ на заданныхъ наиравленіяхъ. 

10. Общій случай нахожденія двухъ параллельныхъ силъ, ураввовѣ-
шнвающнхъ данный. Если мы дадимъ теперь нолученнымъ въ преды-
душемъ н°, составляюіщімъ обратныя направленія, то ясно, что ихъ 
равнодействующая будетъ равна и прямо противуположна данной 
силе Р, следовательно ее уравновесить. 

Такимъ образомъ, всякую данную силу мы можемъ уравновесить 
двумя силами, ей параллельными и обратно направленными. 

Вопросъ не изменится, если намъ дано будетъ несколько па
раллельныхъ силъ, такъ какъ тогда можемъ ихъ привести къ одной 
равнодействующей по известному методу графипеекаго еложенія. 

Положимъ, что несколько параллельныхъ силъ Pt, Р.,, Р3, /\, P s . . 
(черт. 13а) надо уравновесить двумя силами, пмъ параллельными, кото-
рыхъ положенія известны (X, У). 

Строимъ многоугольннкъ силъ (черт. 13b), выбираем!, произволь
ный полюсъ С, проводим!, лучи, строимъ веревочный многоугольник!, 
АВСДЕЕКС (черт. 13а) и нахо;цімъ точку пересечения M краГшнхъ 
лучей, черезъ которую нрондетъ равнодействующая. Последнюю 
уравновесимъ двумя ей параллельными силами Р х и Ру, величины ко-
торыхъ найдемъ, какъ и въ предыдушемъ н°, изъ многоугольника 
силъ, проведя лучъ Cl параллельно линін A g. 

11. Разложѳніе силы на три направленія, не пересѣкающіяея въ одной 
точкѣ. До сихъ норъ мы разлагали силу по двумъ нанразленіямъ, 
пользуясь этимъ способомъ, можемъ теперь разложить данную силу 
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по тремъ заданнымъ направленіямъ, непересѣкаюіцимся въ одной 
точкъ. Положпмъ, что силу R требуется разложить на три направ-
ленія X У и Z (черт. 14а); вмѣсто двухъ нанравленій Xu У, можемъ 

черт. ІЗЬ. 

принять очно, —пока неизвѣстное, — направленіе ихъ равнодейст
вующей. І-Іо въ тоже время это направленіе будетъ наиравленіемъ 

черт. 14». черт. 14h. 
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составляющей для силы R, другая составляющая которой будетъ имѣть 
направленіе Z. Очевидно, что направленіе равнодействующей силъ 
X vi У vi составляющей силъ R должно проходить черезъ точки В и А 
пересѣченія, съ одной стороны нанравленія X и У, съ другой стороны— 
R и Z. Получивъ, такимъ образомь, направленіе AB, уже легко раз
ложить сперва силу R по направленіямъ Z и AB, а силу AB, въ свою 
очередь, по направленіямъ X и У. 

Такое построеніе сдѣлано на чертеже 14b и понятно безъ особыхъ 
поясненій. 

Если бы было задано болѣе трехъ направленій, то задача имѣла 
бы безчисленное множество рѣшеній; задача была бы также неопре
деленною, если бы три направленія пересекались въ одной точкѣ по 
направленію силы R. 

Г Л А В А 2-ая 

Моментъ дѣйствующихъ силъ. 
12. Понятіѳ. Кроме движенія поступательнаго, тѣло можетъ им'Ьть 

еще вращательное движеніе. Это последнее 
движеніе характеризуется не одной величи
ною силы, но и разстояніемъ ея до точки 
вращенія, называемымъ плечомъ силы. 

Произведени, Re (черт. 15) измѣряетъ 
вращательное усиліе и называется статичес-
кимъ моментомъ действующей силы. 

Геометрически, моментъ представляется 
двойной площадью треугольника, основаніемъ 
котораго служить величина силы, а вершиною 
точка С. Согласно том}', что вращеніе мо
жетъ быть двояко: въ сторону вращенія ча-

, е р т_ і5_ совой стрелки и обратно,—моменты бываютъ 
положительные и отрицательные. 

13. Опрѳдѣленіѳ сгатичеекаго момента нѣсколькихъ силъ, дѣйству-
ющихъ въ одной плоскости. Въ томъ случаѣ, когда требуется опре
делить моментъ несколькихъ силъ, направленныхъ подъ угломъ другъ 
къ другу, должно найти сперва равнодействующую данныхъ силъ, 
а затемъ уже, измеривъ величину ея по масштабу силъ, а разсто-
яніе отъ точки вращенія до нея — по масштабу разстоянія, то найдя 
произведете этихъ величинъ, получимъ, что М= R. е. 

Если-бы потребовалось построить найденный моментъ, то можно 
было бы найти его, какъ четвертую пропорциональную изъ выраженія 

R. с 
M = — j — . Но оиределеніе графическимъ нутемъ статическаго мо-
мента_ удобнее сделать, по нижесле.дуюпшмъ соображеніямь. Пост-
роивъ для данныхъ силъ Ри Рг, Р3 и Pit многоугольникъ силъ и 
веревочный многоугольникъ (черт. 16а и lob), нроведемъ, черезъ дан
ную точку вращенія Ct прямую, параллельную равнодействующей R, и, 
замыкая А и Д—точки пересеченія этой прямой-съ крайними лучами 
веревочнаго многоугольника, мы получимъ треугольникъ АВД, кото
рый будетъ подобенъ треугольнику CÖ4 (черт. 16b). Изъ подобія я;е 

R АД 
ихъ следуетъ, что -г- — ——, откуда АД. h= R.e= Ме, т. е. равно мо-



— 15 — 

менту относительно оси врашенія Сѵ Въ этомъ равенствѣ, h есть раз-
стояніе отъ полюса до равнодействующей; следовательно, статическій 
моментъ равенъ пропзведенію разстоянія отъ полюса до равнодей-

і 

черт. 16а. 

ствуюшей на отрф.зокъ, полученный отъ пересечения крайнихъ 
л\7чей веревочнаго многоугольника на прямой, параллельной равно
действующей и проходящей черезъ точку вращенія С,. Знакъ мо
мента, согласно принятому обозлаченію, зависнть отъ того, въ какую 
сторону происходить вращеніе: въ нашемъ случае онъ будетъ иоло-
жительнымъ. 

Такъ какъ въ опреде.теніи момента полюсное разстояніе h про
извольно, то мы его выберемъ такъ, чтобы оно было равно 1, 10, 
100 . . . вообще 10", т. к. въ такомъ случае упростится вычисление 
момента. 

Дал+.е очевидно для определенія величинъ A.J и h необхо
димо иметь два масштаба: одинъ для силъ и другой для разстояній, 
при чемъ безразлично, по какому масштабу, измерять А 7 и по какому 
h, т. к. произведеніе отъ этого не изменится. 

14. Моментъ параллельныхъ силъ. Ре.шимъ теперь иодобную-же 
задачу для силъ параллельныхъ. 

ІІостроимъ многоугольннкъ силъ, выберемъ полюсъ, нроведемъ 
лучи и построимъ веревочный многоугольннкъ (черт. 17а и Ь); проведя 
далее черезъ точку вращенія С, прямую параллельную силамъ, нандемъ 
на ней отрезокъ у, получаемый при пересе.ченіи ея крайними лучами 
веревочнаго многоугольника, тогда Ме , = //. у. 

Если нужно найти моментъ относительно другой точки вращенія 
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С 2, то получили бы Mef= h. jy„ т. е. въ выраженіи момента h будетъ 
постояннымъ, следовательно, моментънронорціоналенъ отрѣзкамъ-іу^. 

черт. 17» и Ь. 

Если при построенін выбрать полюсъ такъ, чтобы послѣдній 
лучъ былъ перпендикулярнымъ къ многоугольнику силъ (черт. 18b) 
и принять направленіе этого луча за ось абсшіссъ, то увидимъ, что, 
отръзки yt и уг будутъ ординатами веревочнаго многоугольника, 
причемъ знакъ момента будетъ зависить отъ знака ординаты. 

15. Усдовія равновѣеія силъ, дѣйствующихъ на свободное тѣло. 
Для равновѣсія тѣла необходимо, чтобы равнодействующая все.хъ 
силъ была равна нулю, и моментъ ея относительно произвольной оси 
равнялся бы также нулю. Для выраженія этого условія графически, 
заметимъ, что равнодействующая выражается замыкающей стороной 
многоугольника силъ, следовательно, если сторона эта будетъ равна 
нулю, т. е. многоугольникъ будетъ сомкнутый (черт. 19b), то равно
действующая будетъ тоже нуль. 

Но мы уже раньше видели, что одного этого условія недоста
точно для равновесія тела, ибо пара силъ, производящая вращатель
ное движеніе, при сложеніи даетъ равнодействующую тоже равную 
нулю, (п9 7). 

Необходимо, следовательно, кроме того, чтобы крайніе лучи 
веревочнаго многоугольника, представляющіе, какъ известно, силы, 
заменяющая дѣйствіе всехъ силъ Рѵ Pt, Р3 и Рѣ, совпали бы по поло-



— 17 — 

женію, т. е., чтобы линія Да слилась съ лииісю An, иначе, вмѣсто дан
ной системы силъ, нолучимъ пару Да и Аа. 

черт. 18а я Ь. 

Итакъ, для равнопѣсія силъ, лежаіцихъ въ одной плоскости и 
д-БЙствуюнідхъ на твердое тѣло, необходимо и достаточно имѣть два 
условія: 

1) Многоугольник6 силъ должень быть 
замкнутыми и 2) направмнія крайнихъ 
лучен веревочнаго многоугольника должны 
совпадать, т. с. веревочный многоугольннкъ 
долженъ быть тоже замкнутымъ. 

Г Л А В А 3-ая 

Опоры пдоскихъ сиетемъ и 
ихъ реакціи. 

16. Методы затвердѣнія н отсѣчѳнія. 
Разсмотръвъ условіе статическаго рав-
новѣсія твердаго тѣла, подверженнаго 
дѣйсгвію вп-Ьшнихъ силъ, перейдемъ 
теперь къ онред-лленію самихъ этнхъ 
внѣшшіхъ силъ, дѣйствію которыхъ мо-
жетъ подвергаться твердое тѣло, и по
стараемся определить т е внутрешіія 
силы, которыя развиваются въ разныхъ 
частяхъ сооруженія. 
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Внѣшнія силы раздѣляются на силы активныя и сопротивленія 
опоръ, или силы пассивныя. 

Активныя силы, къ которымъ относится и вѣсъ самого сооруженія, 
величины извѣстныя, а потому наша задача сводится къ опре
деленно не только упомянутыхъ выше внутреннихъ напряженій, но 
предварительно къ опредѣленію опорныхъ сопротивленій или опорныхъ 
реакціи. 

Для опредѣленія этихъ опорныхъ сопротивленій примѣнимъ 
общій методъ затвердѣнія, который состоитъ въ томъ, что всякое со-
оруженіе, находящееся въ равновѣсіи, разсматривается, какъ твердое 
тѣло, къ которому могутъ быть приложены общія условія равновѣсія 
всѣхъ приложенныхъ къ нему силъ. 

На самомъ дѣлѣ, въ природъ- нѣтъ тгЬлъ совершенно твердыхъ, 
но всякое тѣло упруго въ большей или меньшей степени, поэтому, при 
дѣйствіи на тѣло силъ оно измт.няетъ свою форму (деформируется), 
слѣдовательно, перемѣщаются точки приложенія силъ, и, при установив
шемся равновѣсіи, пришлось бы принимать во вниманіе не перво
начальное положение силъ, а конечное, что значительно усложнило 
бы вопросъ. Методъ затвердѣнія игнорируетъ эту деформацію и раз-
сматриваетъ положеніе силъ до деформацін. Въ нѣкоторыхъ случаяхъ, 
однако, этого сдѣлать нельзя, какъ, напримѣръ, при разсмотрѣніи на-
пряженій въ пружинахъ, въ которыхъ измѣненія настолько значи
тельны, что ими пренебрегать нельзя. Въ нашихъ же случаяхъ совер
шенно достаточно пользоваться методомъ затвердѣнія. 

Для опредѣленія внутреннихъ силъ будемъ пользоваться мето
домъ отсѣченгя, сущность котораго состоитъ въ слѣдующемъ: данное 
твердое тѣло, подверженное дѣйствію внѣшнихъ силъ и находящееся 
въ равновѣсіи, разсѣкаемъ произвольнымъ сѣченіемъ 13 въ желаемомъ 
мѣстѣ на двѣ части (черт. 20) А и В; отбрасывая дал'Ье мысленно 

одну изъ частей, напр. В со всѣми къ 
ней приложенными силами, мы» твмъ са-
мымъ нарушаемъ равновъсіе, а потому, 
для возстановленія его необходимо къ 
сѣченію a i приложить силы, который 
замѣнили бы для части A вліяніе отбро
шенной части В. Такимъ образомъ силы 
р являются вніыишшн силами для части 
А и въ то же время внутренними си-
ламп для всего тЬла. Найденный изъ 

условій равновѣхія части А силы р, очевидно, статически равнозначны 
съ дѣйствительными внутренними силами, проявляющимися въсѣченіи a 1. 

17. Виды опоръ плоскихъ системъ. Каждое сооружение или его 
часть представляетъ изъ себя несвободное тѣло, соприкасающееся 
или скрѣпленное съ другими тѣламн, поэтому, оно не можетъ свободно 
перемѣщаться. Сопротивленія, оказываемыя передвиженію тъла, посятъ 
названіе реакціи или сопротивление опоръ и статически равнозначны 
одной или нѣсколькимъ силамъ. Эти реакціи, очевидно, равны и прямо 
противуположны тому давленію, которое производить сооружение на 
опоры. Если отбросить самыя опоры и замѣнить ихъ дѣйствіе реак-
ціями, то можно разсматривать тѣло, какъ свободное подъ дѣйствіемъ 
внѣшнихъ силъ, находящихся въ равновѣсіи, и, следовательно, къ нему 
можно приложить извѣстныя условія равновѣсія свободнаго тѣла. Эти 
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условія и служатъ для опредѣленія самихъ опорныхъ реакцій. Такъ 
какъ для нашего случая, т. е. когда силы расположены въ одной плос
кости, существуетъ три уравненія равновѣхія, а именно: 1>Х = О, 
- У — О, ИМ = О, т. е., что проекціи всѣхъ силъ активныхъ и пас-
сивныхъ, дѣйствующихъ на тѣло, взятыя на двѣ координаты оси, были 
равны нулю и что моментъ ихъ относительно начала координатъ 
равенъ нулю, то очевидно, что для опредѣленнаго рѣшенія вопроса 
о нахожденіи опорныхъ реакцій должно существовать не болѣе трехъ 
неизвѣстныхъ. 

При такомъ условіи, задача, слѣдовательно, можетъ быть рѣшаема 
только помощью уравненій статики и потому называется статически 
опредгълимой. Въ противномъ случаѣ, когда число неизвѣстныхъ болѣе 
трехъ, задача статически неопред>ьлима, и для нахожденія опорныхъ 
реакцій приходится прибѣгать къ разсмотрѣнію упругихъ деформацій 
тѣла. 

Разсмотримъ ближе признаки статической определимости опор
ныхъ сопротпвленііі для нлоскнхъ системъ, но предварительно озна
комимся съ видами сампхь опоръ. 

Если опорная точка а тѣла неподвижно закрт.илена (черт. 21) въ 
плоскости дѣйствія силъ, то тѣло можетъ свободно вращаться около 
этой точки. Такая опора называется 
неподвижной шарнирной. Очевидно, что 
для опредѣленія ея реакціи необходимо 
найти двѣ неизвѣстныя: величину опор
ной реакціи и направленіе ея, т. к. та
ковая должна пройти для равновѣсія 
черезъ точку а; или же надо найти 
двѣ проекціи на координатныя оси, 
расположенныя въ плоскости дѣііствія 
силъ. 

Если опорная точка b можетъ свободно перемѣщаться по линіи 
cd (черт. 21), то такая опора называется подвижной шарнирной. Для 
ея опредѣленія необходимо знать одну неизвѣстную, именно: величину 
опорной реакціи, такъ какъ, во-первыхъ, она должна пройти черезъ 
точку b и, во-вторыхъ, быть перпендикулярна къ линіи скольженія 
cd. Или же надо найти одну изъ про-
екцій на координатныя оси, т. к. другая 
нроекція вслѣдствіе заданнаго направле-
нія есть функція первой. 

Къ послѣдней категоріи можно от
нести такъ называемый качающіяся опоры 
(черт. 22) ab, т. к. для оиредѣленія ея со-
противленія необходимо знать одну не-
извѣстн}'Ю—величин}', направленіе-же ея 
долнсно быть черезъ точки а и Ь. 

Кромѣ шарнирныхъ опоръ, употреб
ляются еще такъ называемыя плоскія 
опоры двухъ родовъ, неподвижныя плос-
кія опоры (черт. 23) и подвижных (черт. 
24) (а). Очевидно, что для определения 
опорнаго сопротнвленія неподвижной 
плоской опоры необходимо найти три 

черт. 21. 

черт. 22. 
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неизвѣстныя: величину, направленіе и точку приложения опорной ре-
акціи; для подвижной же плоской опоры—двѣ неизвѣстныя—величину 
и точку приложенія, т. к. направленіе должно быть перпендикулярно 
къ линіи скольженія. 

черт. 23. черт. 24. 
18. Усдовіѳ статической опредѣлнмости опорныхъ рѳакцій простыхъ 

плоскихъ системъ. Мы видѣли, что для статической опредѣлимости 
опорныхъ реакцій необходимо, чтобы число неизвѣстныхъ было не 
болтве трехъ, т. к. для силъ, дѣйствующихъ въ одной плоскости и 
приложенныхъ къ свободному твердому тѣлу, существуютъ три урав-
ненія равновѣсія, а именно: 

Е Х = 0 ; £ У = 0 и Ш=0. 
Такимъ образомъ, системы, указанный на чертежахъ 21 и 22, ста

тически определимы, относительно опорныхъ реакцій; а системы, пред-
ставленныя на чертежахъ 23, 24 и 25, статически неопредѣлимы, такъ 

какъ въ первыхъ двухъ случаяхъ число 
неизвѣстныхъ для опредѣленія опорныхъ 
с противленій равно 2 - j - 1 и 1 4- 2, т. е. 
числу уравненій равновт.сія, а въ осталь-
ныхъ трехъ случаяхъ число неизвѣстныхъ 
равно 24-3, 24-2 и 24-2, т. е. большему 

черт. 25. числу, чѣмъ число уравненій. 
Но не всегда представляется возможнымъ опредѣлить съ перваго 

взгляда статически опредѣлима или нѣтъ данная система. Это проис-
ходитъ оттого, что существованіе трехъ уравненій для рѣшенія во
проса необходимо, но этого еще недостаточно; требуется еще, чтобы 
ни одно уравненіе не обращалось ев тождество, и чтобы совмѣстное 
существованіе ихъ было возможно. 

Такъ, напримѣръ, система, изображенная на чертежѣ- 26, стати-
тически опредѣлима, т. к. число неиз-
вѣстныхъ опорныхъ сопротивленій равно 
14-14-1 = 3; но здѣсь надо замѣтить, 
что она будетъ таковою только въ томъ 
случаѣ, если опорныя сопротивления, на-
правленіе которыхъ должно быть пер
пендикулярно къ лнніи скольженія, не 
пересѣкаются въ одной точкѣ (черт. 27), 
т. к. въ такомъ случаѣ представляется 
возможнымъ разложить силу R на три 
направленія, лежащія въ одной плоско

сти и не пересѣкающіяся въ одной точкѣ. Въ случаѣ же, если иа-
правленіе опорныхъ реакцііі перес+.кается въ одной точкѣ А и сила 
R не проходить черезъ ту же точку, то задача невозможна (черт. 28), 

чі|т. 20. 
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т. к. равнодѣйствующая R и составляющія ея (опорный реакціи) должны 
имѣть общую точку. 

черт. 27. черт. 28. 

Въ этомъ случаѣ, принимая начало координатъ въ точкѣ А, легко 
видѣть, что уравненіе равновѣсія Y.M = 0 возможно лишь тогда, когда 
R = 0. Далѣе если сила R проходитъ черезъ точку А (черт. 29), 
общую точку нересѣченія трехъ опорныхъ реакцій, то задача неопре
деленная, и легко вид-Ьть, что, принимая начало координатъ въ тон же 
точкѣ- A, уравне.чіе равновѣсія ï,M=0 обращается въ тождество. 

Также система, изображенная на чертежѣ 30, какъ частный слу
чай предыдушаго, когда всѣ сопротивления вертикальны, т. е. пере

черт. 29. черт. 30. 

сѣкаются въ безконечности, статически неоиредѣлима, хотя число 
неизвѣсгныхъ опорныхъ сопротивлемій и равно 3. Въ случаѣ, если 
сила R не параллельна общему направленію реакцій—задача невоз
можна, если же сила R параллельна—то задача неопредѣленна, т. к. 
разложеніе силы на три ей параллельный направленія имѣетъ безчис-
лениое множество рѣшеній. Выбирая ось y'J^î. параллельно общему 
направленно опорныхъ сопротивленій, не трудно видѣть, что въ пер-
вомъ случаѣ существованіе уравненія - . Ѵ = 0 возможно, если R = 0, 
во второмъ случаѣ это уравненіе обращается въ тождество. 

Итакъ, для статической определимости простой плоской системы 
необходимо н достаточно, чтобы число неизвѣстныхь опорныхъ сопро-
тивленій было не больше трехь и чтобы ни одно изъ уравненій не об
ращалось 65 тождество и чтобы совмѣстное существоіанге их 6 было 
возможно. 

19. Условіѳ статической опредѣлимоетн опортгьгхъ реакцій слояшыхъ 
плоскнхъ системъ. Сложными плоскими системами называются такія, 
въ которыхъ, кромѣ опорныхъ шарнировъ, существуютъ еще проме-
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черт. 31 и 32. 

-жуточпые шарниры двухъ видовъ: неподвижный промежуточный шар-
ниръ (черт. 31), дающій системѣ возможность вращаться около своей 
неподвижной оси, и подвижной промежуточный шарниръ, допускающій 
(черт. 32), кромѣ вращенія около его оси, поступательное перемѣщеніе 
по лин. ВВ. 

Очевидно, что для равновѣсія системы 
силъ, приложенныхъ съ одной стороны 
промежуточная неподвижнаго шарнира, не
обходимо, чтобы сумма моментовъ ихъ от
носительно его оси была равна нулю. Для 
промежуточнаго подвижнаго шарнира къ 
предыдущему условію прибавляется еще, 
чтобы сумма проекцій тѣхъ же силъ на 
линію скольженія ВВ была равна нулю. 

Такимъ образомъ, къ тремъ общимъ 
условіямъ равновѣсія ИХ = О, НУ = 0 и 

SM—0, прибавляются еще вышеприведенныя условія для промежу-
точныхъ шарнировъ HMt = О и HPCos (Р,ВВ) •= 0. 

Если обозначить число неизвѣстныхъ черезъ т, число неподвиж-
ныхъ промежуточныхъ шарнировъ черезъ пх и число подвижныхъ проме
жуточныхъ шарнировъ черезъ п.2, то необходимое условіе статической 
опредѣлимостнопорныхъреакцій сложныхъ плоскихъсистемъ выразится 

m = 3 -f- я, - j - 2w2 

Итакъ, для статической онредѣлимости опорныхъ реакцій слож
ныхъ плоских:, система необходимо, чтобы -число неизвѣстныхъ m было 
равно way промежуточныхъ неподвнжныхъ шарнировъ, сложенному съ 
уоя-мнны чъ ччс.шмъ промежуточныхъ подвижныхъ шарнировъ (гпг) плюсъ}. 
Ус.ювіе это будетъ достаточно, если ни одно изъ уравненій равновѣсія 
не обращается въ тождество и всѣ они возможны. Если m > 3 -(- щ-{-2п2, 
то система статически неопределима, если m < 3 -(- », -f- 2//2 т. е. число 
неизвѣстныхъ меньше числа уравнений, то система возможна лишь тогда, 
когда выполнены 3-{-и,-j-2« 2 — т условій, которымъ должны удовле
творять активныя силы, чтобы могло существовать равновѣсіе. 

Простѣйшій типъ сложной плоской системы, статически опре
делимый, представляетъ изъ себя трехъ—шарнирная арка (черт. 33), 

въ которой число неизвѣстныхъ опор
ныхъ сопротивленій равно 2 -\- 2. 

Число уравненій равновѣсія можно 
составить: 3 общихъ уравненія и 1 
для неподвижнаго промежуточнаго 
шарнира, т. е. всего 4. 

Еще простѣйшій типъ представля
етъ многонролетная шарнирная балка 

(черт. 34), имѣющая одну неподвижную шарнирную опорз т, а осталь-
ныя—подвижныя шарнирныя. Для такой системы 

m = l - | - l 4 - 2 + l + 1 + 1 = 7 > = «і = о; 

черт. 33. 

черт. 34. 
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слѣдовательно, условіе статической опредѣмшости будетъ 7 = 3 -f- 4. 
Таковой же типъ статически определимой системы относительно 
опорныхъ реакдій представленъ на чертежѣ 35. На черт. 36 изобра-

черт. 35. 

жено схематически перекрытіе паровозо-сборпой мастерской Нико
лаевской желѣзной дороги, иримѣнеішое впервые профосгоршгь Ф. С. 
Ясинскимъ, съ двумя качающимися опорами и си двумя неподвижными 
шарнирными. ГІомѣ-
щенные между свѣ-
шивающимися фер
мами три неподвиж-
ныхъ промежуточ-
ныхъ шарнира дѣ-
лаютъ систему ста
тически опредѣлп-
мой относительно 
опорныхъ реакцііі, 
такъ какъ число не-
извтзстныхъ равііо 
т = 2-)- 1 4 - •-' = (). 
Уравненіп рг.вног.і;-
сія общихъ ДЛЯ НС- ft 
системы 3,адля трехъ 
промежуточ::ыхъ не
подвижных'!, шарнп-
ровъ еще 3, а всего 6. 

Изображенная на 
чертежѣ 37 система 
трехъ—шарнирныхъ 
арокъ, служащихъ для перекрытія вонзала во Франкфурта на Майнѣ 

че[..т. 

черт. 37. 

представляетъ систему' статически неопредѣлимую, такъ какъ число 
неизвѣстныхъ равно 

2 4 - 2 4 - 2 4 - 2 = 8, 
а число уравненій равновѣсія 3 4-3 = 6. 

Чтобы сдѣдать ее статически опредѣ.тимой, можно вмѣсто двухъ 
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боковыхъ промежуточныхъ неподвижныхъ шарнировъ помѣстить по
движные (черт. 38); тогда число неизвѣстныхъ будетъ тоже равно 
7-ми, а число уравненій равновѣсія можно составить такъ: 

3 + 1 - | - 2 Х 2 = 8. 

черт. 38. 

На черт. 39-мъ изображенъ схематически построенный въ г. 
Павловскѣ обшествомъ Батиньоль пѣшеходныіі мостикъ, по системѣ 
уравновѣшенныхъ арокъ, по каковой системѣ построенъ и Троицкій 

черт. 39. 

мостъ въ СПБ. Для этой системы число неизиѣстныхъ равно 
1+2 + 2 + 1=6; 

число уравненій равновѣсія можно составить: 3 общихъ, 3 для трехъ 
промежуточныхъ неподвижныхъ шарнировъ. 

20. Аналитические признака: совмѣстимостн уравневій равновѣсія. 
Если опоры будутъ шарнирныя или качаюіціяся въ сложной плоской 
системѣ, то неизвестными будутъ только проекции опорныхъ сопро-
тивленій, и тогда очевидно, что уравненія равновѣсія будутъ линей
ными относительно этихъ проекцій; поэтому ихъ можно написать въ 
слѣдуюшемъ видѣ: 
Atxt + Агхг-\-....-\- Акхк= — R ^ 
ВІУІ + Я л + - - + B R y, = — R Y 

Qx, + C2x.2 + . . . .+C K xK + DM + A y 2 + . . + A У н = — M . 
£tXt + £ 2 л г 2 + . . . + £ г Xr J

rF1yl 4-F2y2 + . .+ / r_yr = — i l / , 

Gtxt + G A + „ . . + f t Xs + Htyt+Htya+H.y, = £ PCos (PtBB) 
гд-в: A, В, C...H— коэффиціенты, зависящіе только отъ разм-вровъ т-Ьла, 
но не зависящіе отъ внѣшнихъ силъ. 

хі> Ух, хгі Ун—суть проекціи неизвѣстныхъ опорныхъ сопротив-
леній на двѣ координатныя оси, лежащія въ плоскости дѣйствующихъ 
силъ; 

и Rj — проэкціи на тѣ-же оси равнодействующей всѣхъ внѣш-
нихъ активныхъ силъ. 
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M—моментъ относительно начала координатъ тѣхъ же внѣш-
нихъ активныхъ силъ. 

Л/,—моментъ внѣшнихъ активныхъ силъ, расположенныхъ съ 
одной стороны промежуточнаго неподвижнаго или подвижнаго шар
нира, по отношенію его оси вращенія, ЕР Cos. (Р,ВВ) — проекшя 
внѣшнихъ активныхъ силъ, расположенныхъ съ одной стороны про
межуточнаго неподвижнаго шарнира на направленіе его скольженія 
ВВ. Такимъ образомъ, первыхъ уравненій А будетъ 3, которыя вы-
разятъ общія условія равновѣсія всѣхъ внѣшнихъ активныхъ и пас-
сивныхъ силъ; четвертыхъ уравненій А будетъ tit - j - пг, дающихъ усло-
вія равновѣсія относительно вращенія всѣхъ внѣшнихъ активныхъ и 
пассивныхъ силъ, расположенныхъ съ одной стороны каждаго проме
жуточнаго шарнира какъ подвижнаго, такъ и неподвижнаго; послѣд-
нихъ же уравненій А будетъ пг, выражающихъ, что сумма проекцій 
всѣхъ внѣшнихъ силъ, расположенныхъ съ одной стороны промежу
точнаго подвижнаго шарнира, на линію его скольженія будетъ равна 
нулю. 

Для возможности рѣшеній всѣхъ этихъ уравненій необходимо и 
достаточно, чтобы ни одно изъ нихъ не обращалось въ тождество и 
чтобы.совмѣстное существованіе ихъ было возможно. 

Чтобы эти уравненія можно было приложить къ рѣшенію задачъ 
проще и яснѣе, воспользуемся нѣкоторыми предложеніями изъ теоріи 
опредѣлителей. Для этого напишемъ уравненія А въ слѣдующемъ 
видѣ; обозначая всѣ неизвѣстныя х и у черезъ z„ гг zm, коэффи-
ціенты, зависящіе отъ размѣровъ тѣла—черезъ а, а ат и коэффи-
ціенты, зависяіціе какъ отъ размѣровъ тѣла, такъ и отъ внѣшнихъ 
силъ черезъ в, в 2 «m, получимъ:— 

а \ \ z\~\~a\i z*~\~ • — 2 г а = в, 
а г \ zi~\~a22 zî~\~ —•-\-Л2т Zm = e 2 В. 

(Iml Zt - j - (lm2 Zt - j - .... -f- ßmm Zm = ffm 

Опредѣлитель, или детерминантъ, для этихъ уравненій будетъ 

числитель же въ выраженіи для неизвѣстнаго, напр., Z K получимъ, за
меняя въ к-омъ столбцѣ коэффиціенты при неизвѣстномъ mk, <?2k ... 
... «mk, соответственно черезъ И З В - Б С Т Н Ы Я в„ e t . . . . вт, слѣдов. 

и тогда 

Если опредѣлитель Д = 0 , что зависитъ только отъ размѣ-
ровъ тѣла, а не отъ внѣшнихъ силъ, т. к. въ Л не входятъ члены 
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bx b.t ,то sK = ^, что указываетъ вообще на невозможность равно' 
вѣсія данной системы. Въ частномъ случаѣ и опредѣлитель Дк мо-
жетъ быть равенъ нулю одновременно съ Дддя всѣхъзначеній z, слѣдов., 
тогда получатся неопредѣленныя рѣшенія для г-° в ъ вида — , это ука
жешь на то, что для частныхъ значеній силъ равновѣсіе возможно, но 
система статически неопредѣлима. 

Отсюда слѣдуетъ, что для статической опредіълимостн сложной 
плоской системы по ошіишенію- ея опорных» реакцгй, необходимо и до
статочно, чтобы ч :сло нечзвѣстныхі, m равнялось числу промежуточ-
ныхь неподвижных я тарннровь- w,, сложенному съ удвоеннымъ числомъ 
подвижныхъ промежуточныхъ тарннровь 2я 2, плюсъ три, н чтобы опре
делитель уравнение рмновішя -иы.гг, отлнчень отъ нуля. 

Для пояепепія способа прьмѣненія выведенныхъ уравненій рѣ-
шимъ задачу,представленную на черт. 40. На горизонтальную балку 

черт. 40. 

съ промежуточ m л мъ неподвижнымъ шарниромъ действуешь вертикаль
ная сила Р, надо решить, статически,определима данная система, или 
нѣтъ. 

Необходимое условіе для статической определимости здесь вы
полнено, такъ какъ число неизвестныхъ для определенія опорныхъ 
сопротивление 2~f-2, а число уравненій равновесія можно составить 
3-f- 1, т. е., тоже 4. Для окончательнаго решенія вопроса необходимо 
определить, будетъ ли детеркинантъ отличенъ отъ нуля, т. е. узнать, 
выполнено ли достаточное условіе статической опредѣлимости. 

Для этого напишемъ уравненія равновѣсія и найдемъ определи
тель. Предположимъ, что искомыя опорныя сопротивленія будутъ Д , и 
Дг, относя далее балку къ системе прямоугольныхъ координатныхъ 
осей, выбиремъ ось X горизонтальной, а У вертикальной ст. началомъ 
координатъ въ точке А, разложимъ опорныя реакціи по этимъ осямъ, 
назовемъ соответственно проекціи реакціи Д1 черезъ яг, и уѵ а — Д 4 

черезъ х% и у%, тогда уравненія В примутъ видъ 

1. * , - f 0 . yt-\-\. afj-f 0. _у, = 0 
О- *, + 1- yt + 0 . ж, + 1. уя = - Р 
0. *, + 0 . Л + 0. + 4 ) ^ , = 
0. xt + 0. yt+Q. х% — ( 4 — = — Ра 

Здѣсь первое уравненіе представляетъ проекщю всѣхъ силъ 
xvyt, xt,yt н P на ось Х5* ъ , второе—тѣзгь же силъ на ось У^ в ъ, третье— 
моменть тѣгь же силъ относитедшо ? о ч и и и четвертое—моменть 
силъ, дѣйствуюшихъ справа шарнира С относительно его самого. 
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Опредѣлитель этихъ уравненіЙ будетъ 

Д-

10 1 0 
0 1 . 0 1 
о о о - ( / , + 4 ) 
0 0 0 — J 

Изъ теоріи опредѣлителей извѣстно, что опредѣлитель, имѣющій 
одинъ элементъ по діагонали, равной нулю, и всѣ элементы съ одной 
стороны діагонали тоже нули, самъ равенъ нулю, следовательно, всѣ 
неизвѣстныя имѣютъ безконечныя рѣшенія, показывающая что.равно-
вѣсіе системы невозможно. 

81. Вліяніѳ нзмѣнвнія температуры на опорных реакція. Внутреннія 
напряженія въ сооруженіи вызываются не только силами активными 
и пассивными, действующими на него, но могутъ быть вызваны еще 
изм-вненіемъ температуры. Известно, что твердью тѣла съ повыше-
ніемъ температуры расширяются, съ пониженіемъ же сжимаются; та-
кимъ образомъ,, напримѣръ, длинный болтъ, связывающій двѣ каменный 
стѣны и натянутый въ нагрѣтомъ состояніи, можетъ заставить сбли
зиться эти стѣны при своемъ охлажденіи; такимъ способомъ обыкно
венно пользуются для приведенія одной изъ стѣнъ> отклонившейся 
отъ вертикальнаго положенія, въ прежнее положеніе. Желѣзныя 
балки, плотно задѣланныя въ каменныя стѣны, служили неоднократно 
причиной разрушенія этихъ стѣнъ въ случаѣ пожара въ зданіи. 

Металлическая арка съ двумя неподвижными опорными шарни
рами при повышеніи температуры удлиняется и производить давленіе 
на опоры, выражающееся увеличеніемъ горизонтальнаго распора, воз-
бужденнаго внешними силами. Возможность появления опорныхъ со
противления, а съ ними вмѣстѣ внутреннихъ напряженій въ сооруже-
ніяхъ, явленіе неблагопріятное для послѣднихъ и его слѣдуетъ, не
возможности, устранять. 

Легко доказать, что въ системах ъ статически опредгьлимыхъ от
носительно опорныхъ реакцій, опорный сопротшленія, возбуждаемым из-
мѣненіемь температуры^ равны нулю. 

Положимъ, что на данную статически определимую систему 
внѣшяія силы не дѣйствуютъ, а она подвергается лишь изхѣнешю 
температуры. Для опредѣленія опорныхъ реакцій нами были выведены 
уравненія: '• 

ö t t « i + a l 2 - f - Я і ю Zm = et 

Ou Я, -f- « и *Л~Ь • - -\~02m Z m — в 1 

«mi z, -f- Дий z% . . . — . -f- вши zm — вш 

В. 

Определивъ изъ нихъ проекціи опорныхъ сопротивденій, мы 
получимъ для нихъ общее выраженіе вида 

zt— Д' 
гдѣ опредѣлитедь Д отличенъ отъ нуля, т. к. система предполагается 
статически определимой. Для нахожденія определителя Д\ мы должны, 
какъ извѣстно, заменить въ опредѣлителѣ Д элементы вертикальнаго 

file://-/~02m
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ц-юмго столбца л fa, як2 а к т , соответственно величинами правой части 
уравненій, т. е. черезъ ві, в» вт. Но эти величины зависятъ только 
отъ внешнихъ силъ, которыхъ въ данномъ, случае нѣтъ, следова
тельно, вместо этихъ величинъ въ вертикальномъ столбце определи
теля будутъ нули, а такой определитель самъ равенъ нулю, поэтому 
получимъ, что 

Ä = -JJ- = о, 

что и требовалось доказать. 
Выведенное свойство системъ, опорныя реакціи которыхъ стати

чески определимы, есть весьма важное ихъ преимущество. Системы, 
обладаюиця этимъ свойствомъ и опорныя реакціи которыхъ статически 
неопределимы, составляютъ незначительное исключеніе, къ числу по-
следнихъ относится многопролетная неразрѣзпая балка съ однимъ 
неподвижнымъ опорньгаъ шарниромъ и съ остальными подвижными. 

Необходимо заметить, что измененіе температуры имеетъ еще 
вліяніе на положение внѣшнйхъ силъ, такъ какъ деформируетъ тѣло, 
но эти измѣненія настолько незначительны, что ими обыкновенно пре-
небрегаютъ и принимаютъ, что положеніе внешнихъ силъ остается 
такое же, какъ и до' деформаціи отъ измененія температуры. 

Г Л А В А 4-ая. 

Способы опредѣленія опорныхъ реакцій плоскихъ 
системъ. 

32. Опрѳдѣленіе оворнып реакпдй простыхъ плоекнхъ системъ 
статически опредѣдикыхъ относительно опорвьпи, реакпдй, можетъ 
быть произведено аналитически или графически. Аналитический спо-
собъ состоитъ въ решеніи трехъ уравнений, который составляются 
какъ выше изложено, т. е., обозначая проекціи неизвѣстныхъ опорныхъ 
сопротивлений черезъ X и У, составимъ уравненія, выражаю щш, что 
сумма проекцій всвхъ внешнихъ активныхъ и пассивныхъ силъ на 
2 координатный оси равна нулю и что сумма ихъ моментовъ относи
тельно начала координатъ тоже равна нулю. Изъ этихъ уравненій 
и определяются три неизвѣстныхъ проекціи опорныхъ сопротивленій. 
Не останавливаясь на этомъ способе, который очень простъ, перей-
демъ къ графическому методу, который сводится къ простому сло-
женію и разложенію силъ, пользуясь при этомъ многоуголышкомъ 
силъ и веревочньшъ многоуголышкомъ. 

Положить, что имеемъ балку, на двухъ шарнирныхъ опорахъ 
одной подвижной, другой неподвижной, подверженную действію силъ 
Pi, Рг, Рз и Р* (черт. 41). 

Предварительно найдемъ равнодействующую R й перенесемъ ее 
въ точку G пересѣченія крайнихъ лучей веревочнаго многоугольника. 

Разложимъ, далее, эту салу R на двѣ срставляющія, изъ Кото
рыхъ положеніе и точка приложенія одной и точка, черезъ которую 
проходить другая составляющая, известны. Сопротивленіе правой 
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опоры В должно быть перпендикулярно къ лнніи скольженія am и— 
проходить черезъ точку пращенія онорнаго шарнира; продолжая эту 

здрт. 41 . 

линію до пересѣченія въ точкѣ F съ равнодѣйствующей, видимъ, что 
другая составляющая должна пройти черезъ точку вращенія опоры А 
и черезъ точку F; остается только въ многоугольникѣ силъ провести 
линіи OK и 4AT, параллельный направленіямъ FB nfA, тогда получимъ 
отрѣзки кК и КО, соответственно равные и параллельные опорнымъ 
реакціяыъ. 

Въ случаѣ, если точка пересѣченія F не получается въ предѣ-
лахъ чертежа, то можно найти положеніе опорнаго сопротивления 
Ді сдѣдуюшимъ образомъ. Соединимъ точки вращенія опоръ А и В 
прямой линіей, выберемъ по направленію равнодействующей произ
вольную точку О и проведемъ черезъ нее линію ON, параллельную 
направленію FB, тогда остается построить, чтобы MN : MB—МТ: MA, 
что исполнено и понятно безъ особыхъ иоясненій. 

При разсчетѣ балокъ намъ придется имѣть дѣло съ силами вер
тикальными и съ балками, имеющими горизонтальное положеніе, въ та-
комъ случаѣ построеніе для нахожденія опорныхъ сопротивление еще 
проще. Построивъ для сйлъ Рі, Fi, Р» и Р* (черт. 42) Вариньоновекій 
и веревочный многоугольники* проведемъ черезъ опоры А и В вер-
тикальныя линіи и найдемъ точки ихъ пересѣченія Ал и Ві съ пер-
вымъ и послѣднимъ лучами веревочнаго многоугольника. Проведенный 
въ многоугольникѣ силъ лучъ CS параллельно линіи А\ В\ разеЬчетъ 
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равнодѣйствующую 04 на два отрѣзка, равные опорнымъ сопротив-
леніямъ. 

Остается еще указать на опре.твленіе опорныхъ сопротивленій 
для балки со свѣшивающимися концами (черт. 43). 

черт. 12. черт. 43. 

По построеніи многоугольника силъ и веревочнаго многоугольника, 
опредѣленіе опорныхъ реакцій сводится также къ проведенію въ Ва-
риньоновскомъ многоугольнике луча Сь, параллельнаго линіи А, В\, 
соединяющей точки пересеченія, крайнихъ лучей веревочнаго много
угольника съ направленіями опорныхъ сопротивленій. 

23. Опрѳдѣленіе статически определимы хъ опорныхъ реакцій слож-
ныхъ плоскнхъ енствиъ. Для системъ статически определимыхъ, о ко-
торыхъ мы только и будемъ покуда говорить, аналитически! снособъ 
сводится къ решенію m -f- 2w2 -f- 3 уравненій, который составляются 
вышеуказаннымъ образомъ. 

Обозначая проекціи неизвестныхъ опорныхъ сопротивленій на 
2 координатный оси черезъ Хк и Ук составимъ слБдуюшія уравнения: 
1) сумма нроекцій вс+.хъ активісыхъ и пассивныхъ силъ на ось _АГ-°въ 

должна быть равна нулю, 2) тоже на ось Уовъ, 3) сумма моментовъ 
ихъ относительно начала координата равна нулю 4) сумма моментовъ 
всехъ активныхъ и пассивныхъ силъ, находящихся по одну сторону 
каждаго промежуточнаго шарнира, относительно его оси вращенія 
равна, нулю и 5) сумма проекцій всехъ активныхъ и пассивныхъ силъ, 
находящихся по одну сторону промежуточнаго подвижнаго шарнира, 
•зятая на направленіе его скольженія, также равна нулю. 

Не останавливаясь на аналитическомъ способе, который простъ, 
перейдемъ снова къ графическому методу. 

Просгвйшій типъ сложной плоской системы со статически опре
делимыми опорными сопротивлешями представляетъ изъ себя много-
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пролетная шарнирная балка съ одной неподвижной шарнирной опорой 
и съ остальными подвижными. Для изображенной на чертеже 44а 
балки, ясно, что части ея ab, cd и ef могутъ быть разсматриваемы 

какъ балки, лежащія на двухъ опорахъ; части be и de какъ таковы» 
же со свѣшивающимися концами, причемъ для этихъ пос.тЬднихъ при 
опредѣленіи опорныхъ реакцій, къ дѣйствуюіцимъ внѣншимъ силамъ 
должны быть отнесены и давленія, нроизводимыя на шарниры Ь, с, d, 
е, какъ на опоры балками ab, cd и ef. 

Также для балки (черт. 44Ь) части я,6, и c,t/, надо разематривать 
какъ балки, лежащія на двухъ опорахъ, и опредѣленныя реакціи ихъ 
въ шарнирахъ да, b\, а и d, будутъ давленіями для балокъ слач, Ь\с "и 
dtft со свѣшивающимися концами. 

Вторымъ типичнымъ и проетымъ примѣромъ сложной плоской 
системы, со статически определимыми опорными реакціями, можетъ 
служить трехъшарнирная арка (черт. 45). 

Сложимъ сперва всѣ силы, находящіяся съ лѣвой стороны проме
жуточная шарнира, въ одну равнодѣпствуюіцую R, и разложимъ ее 
на двѣ составляюіцихъ равныхъ и взаимно противуположныхъ опор-
нымъ реакціямъ отъ силъ Рх, Р2 и Ря. Направление правой реакціи 
будетъ извѣстно, оно должно проходить черезъ опору В и проме
жуточный шарниръ С, такъ какъ для правой части это будетъ един
ственная сила, которая должна находиться въ равновѣсіи съ силами 
въ лѣвой части арки, а такъ какъ условіе равновѣсія требуетъ, чтобы 
моментъ силъ, находящихся съ одной стороны промежуточнаго шар
нира, былъ равенъ нулю, относительно его оси вращенія, то очевидно, 
что эта единственная сила съ правой стороны шарнира С должна 
пройти черезъ него и въ тоже время, какъ опорная реакція, черезъ 
опору В. Разложивъ, далѣе, силу /?, на двѣ еоставляющихъ Д\ и 
Д'2, получимъ опорныя реакціи отъ силъ Ри Р 2 и Р3. Совершенно также 
поступаемь съ силами РА, Р-^ и Ре, расположенными съ правой стороны 
шарнира С, получимъ сперва равнодействующую R,,, которую разло
жимъ на составляющія Д'\ и Д\. Теперь остается только сложить 
обѣ составляющая, какъ для л-Ьвой, такъ и для правой опоры; для чего 
перенесемъ параллельно самой себѣ силу Д", выражаемую отрѣзкомъ 
ЗА', въ точку К, тогда получимъ точку L , соедннивъ которую съ 
точкою 0 получимъ отрѣзокъ OÄ', равный сопротивленію лѣвой опоры 
„7,. Также соедннивъ точку L съ ь, получимъ сопротивленіе правой 

опоры Дг , „ 
Что касается давленія въ самомъ шарнирѣ С, то оно должно 

находиться, съ одной стороны, въ равновѣсіи съ силами Rt и Дх, а 
съ другой стороны съ Rt и Д.„ следовательно, величина давленія бу-
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деть . равна отрѣзку Li —H, a направленіе его будетъ отъ лѣвой 
части L3, а отъ правой L . 

чврт. АЪ. 

Если чертежъ, следовательно, сдѣланъ вѣрно то точки Е,С и F 
должны находиться на одной прямой. Въ случаѣ, если пересѣченіе 
равнодействующей и опорнаго сопротивленія не встречается въ пре-
двлахъ чертежа, можно сделать построеніе, разъясненное выше на 
черт. 41 и повторенное здесь. 



— 33 — 

Покажемъ еще второй способъ для опредѣленія опорныхъ De-
акцщ въ трехъшарнирной арке. Разложимъ каждую равиодѣйствѵющѵю 
лѣвои и правой части арки на составляющая, ей параллельны* и про
ходящая черезъ соответствующую опору и шарниръ (черт. 46) Для 
левой части получимъ составляющая От и тЗ, а для правой—3« и я5 

Затѣмъ сложимъ 2 полученныхъ силы 
»іЗ и Зи*у шарнира С въ одну равнодей
ствующую тп, которую въ свою очередь 
разложимъ на опорныя составляющая по 
АС и ВС, получимъ величины ихъ рав-
ныя mQ и Qn. Теперь остается только 
сложить, для нолученія опорныхъ реакцій, 
по двѣ составляющихъ; такимъ образомъ, 
для левой опорной реакціи получимъ 
изъ двухъ составляющихъ От и mQ 
одну равнодействующую Q, следов., 
опорное сопротивленіе, будучи направ
лено въ сторону обратную, будетъ 
D\ — Q0; также получимъ для правой 
опоры ея реакцію равную D2 = bQ. Что 
касается до давленія въ шарнире С, то, 
такъ какъ въ левой части будутъ нахо
дится въ равновесіи силы Rt = 03, 
А = и искомое сопротивленіе H въ 
шарнире С, — очевидно, что сопротив-
леніе шарнира С— H— 3Q, a давленіе на него следов. Q3. Для правой 
же части, сопротивленіе шарнира С будетъ Q3, а следов, давленіе 
на него 3Q- Очевидно, что для равновесія три точки А2, Си В.г должны 
лежать на одной прямой. 

Вь случае действія на арку вертикальныхъ силъ, построеніе 
значительно упрощается выборомъ общаго полюса С, (черт. 47). По-
строивъ веревочный многоугольннкъ и проведя черезъ опоры А, В 
и шарниръ С вертикали, найдемъ точки пересеченія ихъ съ пер-
вымъ лучемъ и послѣднимъ для левой и правой части арки; проведя 

черт. 46. 
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затѣмъ замыкающія линіи AtE и EBt и соответственно параллель
ные имъ лучи тСі и иС„ получимъ составляюідія, равныя 

въ опоръ- А — От 
въ опоре В — пЬ 

въ шарнире С — тЪ-\- Ъп. 

черт. 47. 

Разложивъ далѣе силу въ шарнире тЪ -\-Ъп — тп на два направ-
ленія АС к СВ, получимъ величины ихъ, равныя m F и. Fn. Теперь 
остается только сложить двѣ составляющія въ опоре А и также въ 
опоре В, тогда получимъ давленія соответственно ÔF и Fb, опорныя 
же реакціи будутъ: Z>, = F0 и Z>2 = bF. Давленіе въ шарнире, оче
видно, равно H=z^F3. 

Разсматривая сложную плоскую систем}' съ промежуточными под
вижными шарнирами (черт. 48), заметимь, что определеніе опорныхъ 
реакцій не представитъ затрудненій, если иметь въ виду, что внешнія 
силы, действующая съ левой стороны подвижнаго промежуточнаго 
шарнира К, никакого вліянія на опорную реакцію Д не имеютъ. Дей
ствительно, положимъ, что равнодействующая сила съ левой стороны 
шарнира К будетъ Р 5 , а съ правой части никакихъ активныхъ силъ 
не приложено, давленіе, передаваемое отъ этой равнодействующей на 
часть КД черезъ шарниръ К, должно проходить по направленію линіи 
F% Ft, перпендикулярной къ линіи скольженія Ег Е%. Съ другой сто-
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роны, опорное сопротивленіе шарнира Д должнр быть приложено въ 
центрѣ шарнира Д и, такъ какъ это будетъ единственная сила съ 
правой стороны шарнира К, то часть КД должна находиться въ рав-
новѣсш подъ дѣйствіемъ давленія на шарнирѣ К по линіи F.F. и 
опорной реакціи по направленію линіи ДК. 

чі-рт. 48. 

Очевидно, что для равновѣсія необходимо, чтобы направленіе 
FtFt совпало съ направленіемъ ДК; если же этого нѣтъ, то необхо
димо, чтобы обѣ эти силы были порознь равны нулю. Въ нашемъ 
случаѣ линія F^F% не проходить черезъ шарниръ Д, а потому часть 
ДК никакого участія въ передачѣ опорѣ Д дѣйствія силъ, прило-
женныхъ къ другимъ частямъ системы, не нмѣетъ. 

Если же силы будутъ действовать на часть AL между опорой 
А и промежуточнымъ подвижнымъ шарниромъ, то опорное сопротив-
леніе въ А и давленіе въ шарнирѣ L определится, какъ для балки 
на двухъ опорахъ, изъ которыхъ одна неподвижная, а другая под
вижная, что и исполнено на чертежѣ. Ясно одно, что нельзя направ
лять въ шарнирѣ L линію скольженія Et Et перпендикулярно къ AL, 
т. к. тогда разложение силы R на двѣ составляюиця, направленный 
по одной линіи, невозможно. Въ этомъ случаѣ, очевидно, опредѣли-
тель уравненія равенъ нулю. 

Опредѣленіе опорныхъ сопротивлений В и С производится далѣе, 
какъ для трехъшарнирнои арки, у которой къ числу активныхъ 
силъ надо будетъ отнести и найденное давленіе въ шарнирѣ L, вы
раженное по величинѣ и направленно линіей /«3. 

Кромѣ только что изложеннаго случая, мы видѣли ранѣе, что 
опредѣленіе опорныхъ сопротивленій для многопролетной шарнирной 
балки сводится къ опредѣленію таковыхъ для простыхъ системъ 
(черт. 44а и 44b). 
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И вообще, опредѣленіе опорныхъ реакцій для сложныхъ плос-
кихъ системъ можетъ быть всегда сведено къ опред-вленію реакцій 
трехъшарнирныхъ арокъ, балокъ на двухъ опорахъ, простыхъ или 
со свѣшивающимися концами. Такъ, напримѣръ, для опредѣленія опор
ныхъ реакцій системы, изображенной на чертежъ* 49, сперва разсмот-

черт. 49. 

римъ часть GHK, какъ трехъшарнирную арку, опредѣливъ для ко
торой давленія въ ея опорахъ G и К, примемъ ихъ, какъ внѣшнія 
силы для частей ЛЕВ и СЕД, которыя будемъ въ свою очередь раз-
сматривать, какъ трехъшарнирныя арки. 

Для системы, изображенной на чертежѣ 50, будемъ сперва раз-
сматривать боковыя части АЕЪ и НКД, какъ трехшарнирныя арки, и 

черт. 50. 

найдя давленія въ шарнирахъ F и Н, примемъ ихъ, какъ внѣшнія силы 
для трехшарнирной арки BGC. 

Для системы, изображенной на чертежѣ 51, сперва найдемъ 
опорныя давленія частей АЕ и СД, какъ для балокъ на двухъ опо-

черт. 51 . 

рахъ, изъ которыхъ одна подвижная, а другая неподвижная, и принимая 
давленія въ Е и G, какъ внѣшнія силы, будемъ разсматривать часть 
ВЕС, какъ трехъшарнирную арку. 

Такимъ образомъ, въ каждомъ частномъ случаѣ, легко найти 
опорныя реакціи, разбивъ сложную плоскую систему на болѣе простыя. 
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Г Л А В А 5-ая. 

Высшіе моменты параллельныхъ силъ. 
24. Опредѣлѳніѳ высшнхъ моментовъ ожлъ по способу Кулыпва. 

Если Pt, Р2, Р3 суть параллельныя силы, дѣйствующія въ одной 
плоскости (черт. 32), a хѵ х2, хя — разстоянія этихъ силъ отъ 

черт. 52. 

оси ZZlt лежащей въ одной плоскости съ силами и имъ параллельной, 
то выраженіе: 

/»,*•»+ Л*«" + Л*з» + = S ^ n 

называется моментомъ trJS^ порядка дѣйствующихъ силъ. Въ частномъ 
случаѣ, когда и = 1. моментъ будетъ статическій; если же п ~ 2, то 
такой моментъ носитъ названіе момента инерціи и изображается 
буквою / (moment Inertie). Очевидно, что «-ый моментъ для какой нибудь 
силы Рх* можно получить, какъ статически моментъ силы, величина 
которой Рх?-і, a разстояніе до оси ZZ, равно х. .Такимъ образомъ, 
чтобы найти величину 2 Рх", мы будемъ находить по порядку стати-
ческіе моменты 

S Рх, S (Рх)х, Z (Рх*).х .... S (Рхы)х. 

Для полученія графически этихъ величинъ, построивъ, для дан
ныхъ силъ, многоугольникъ силъ и веревочный многоугольникъ, про-
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должимъ лучи послѣдняго до перес-вченія съ осью Z Z , . Получимъ 
рядъ треугольниковъ: АѴ2', В2'У, СУ Y , которые будутъ соответ
ственно подобны треугольниками COI, С\2, С23 во многоуголь
нике силъ. Изъ подобія ихъ мы можемъ написать: 

1 '2' : *, = Pt : H. 1'2' . Н= Рх. хх 

2'У :х2 = Р2:И. или 2'3' . Н= Рг. *2 

3'4' : X, = Р,:Н. 3'4' . / / = Р3. х3 

Ь'6' : х6 = Р5:Н. 3 V . Н= Р 5 - х5. 

Сложивъ эти равенства, получимъ: 

Р Л + і > 2 4-.... = ЕЛг = H ( 1 '2' 4 - 2'3' 4 - 3'4' 4 - ) 

Въ полученномъ равенстве надо обратить вниманіе на знаки от-
резковъ 1'2', 2'3' и т. д. Знаки ихъ будутъ зависеть отъ знаковъ д ь 

лг„ х3 Въ самомъ деле , находя изъ выраженія 

\'2':xt = Px :// 

величину Г2'=—j^—, 

видимъ, что знакъ у 1'2' зависитъ отъ знака при хх, т. к. величины 
Р, и H остаются всегда одного знака. Въ нашемъ примере первые 
три отрезка имеютъ знаки обратные последнимъ двумъ отрезкамъ, 
поэтому взявъ геометрическую сумму отрезковъ, получимъ отрезокъ 
Гб', знакъ котораго будетъ зависеть отъ того, какую сторону отно
сительно взятой оси ZZ1 будемъ считать положительною, какую от
рицательной. Окончательно получимъ 

M=ZPx = H . и, 

где и геометрическая сумма отрезковъ. 
Разсматривая далее отрезки 1'2', 2'3' и т. д. какъ силы, действу

ющая по направленіямъ силъ Рх, Р2, Р3 , мы для нихъ въ свою 
очередь можемъ найти статическій моментъ. 

Многоугольникъ силъ у насъ уже есть 1'2'3'4'5'6', поэтому, вы-
бравъ произвольный полюсъ Сх и проведя лучи, строимъ веревочный 
многоугольникъ АІВ1С1Д1Е1 и продолжаемъ лучи, его до нересеченія 
съ осью ZZX. Изъ подобія треугольниковъ \"2"АХ и 1'2'С, получимъ: 

хх : \"2" = Н% : 1'2' хх.\'2'= НХЛ"2" 
хі:ГЪи — Н1:Іъ' И Л И

 Хі.2'У = Н%.2"Ъ" 

Р X 
Т . к. раньше мы нашли, что 1'2' = —~^,то, подставляя въ наши равен
ства, получимъ: п 

Рххх* = 1"2" . Н. Я , 
P&J =2"3" . Я . Я , 
Р&3> =3"4" . Я . Я 1 
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Взявъ сумму лѣвыхъ и правыхъ частей равенствъ, получимъ: 

І / Ѵ =І=Н.Н1 ( l " 2 " + 2"3"-f 3"4" - f ), 

или, обозначая геометрическую сумму отрѣзковъ черезъ Г, можемъ 
написать: * 

/=Н.Н1.ѵ, 

гдѣ V представляетъ собою отрѣзокъ, который дѣлаютъ на оси крайніе 
лучи веревочнаго многоугольника. 

Если отрѣзокъ Я мѣрить по масштабу силъ, то отрѣзки Я, и ѵ 
надо мѣрить по масштабу разстояній. 

Если бы намъ нужно было найти моменть силъ 3-ьяго порядка 
ШРх3, то мы приняли бы отрѣзки. 1"2", 2"3" и т. д.- за силы, прило
жили бы ихъ по направленіямъ силъ Ри Р% и, произведя преды
дущая построенія, нашли бы отрѣзкп Г"2"', 2"' 3 " и т. д., суммируя 
которые получили бы 

ЪРх* = Н. Я, Я 2 . ш. 

Ясно, что для' нахожденія момента «-аго порядка потребуется 
выстроить п— вереіючныхъ мпогоугольниковъ. 

21. Опредѣлѳніѳ жожѳнта янерцін силъ по способу Моора. Определяя 
площадь фигуры, образуемой сторонами веревочнаго многоугольника, 
осью ZZ, и продолженными крайними лучами (черт. 52), т. е. площадь 
АВСДЕьѴ, видимъ, что она равна: 

EAr» = / = 2FH, 

т. е. моменть инеріии^силъравелъ-удвоешшй ддодади вышеуказанной 
фигуры,., умноженной- на .додюсное разстояніе.„ 

25. Зависимость между моментами инерціи относительно параллель-
выхъ осей. Построимъ для системы данныхъ параллельныхъ силъ 
многоугольникъ силъ и веревочный многоугольникъ (черт. 53); про-
ведемъ далѣе черезъ точку пересѣченія крайнихъ лучей оси Z 0 Z' 0 и 
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вторую ось 2Х2!Х ей параллельную на разстояніи е отъ нея. Обозначая 
разстояніе отъ силъ до оси Z0Z'0 черезъ хг, х2, х3 , а до оси ZXZ\ 
черезъ х', х", х'" видимъ, что 

X =хх ±е (а). 

черт. 53. 

Моментъ инерціи относительно оси ZXZ\ выражается І=ѢРх"2, 
подставляя сюда вмѣсто х', найденное для него значеніе (а), получимъ: 

1 = ± 2 Е Р х j e + e*ZP, 

но въ этомъ выраженіи ^Рх1 есть статическій моментъ силъ отно
сительно оси ZoZ0', который равенъ нулю, т. к. отрѣзокъ на оси де
лаемый крайнимшгучами веревочнаго многоугольника, равенъ нулю; 
а потому получимъ окончательно: 

I = ЪРх\ 4-«» £ Р = І0 4- ег Е Р , 

т. е., моментъ инерцін силъ относительно какой угодно оси, параллельной 
силамъ, равенъ моменту инерціи относительно оси, направленіе которой 
совпадаетъ съ равнодействующей, сложенному съ суммою силъ, умно
женной на квадратъ разстоянія между осями. 

Г Л А В А 6-ая 

Статагаескіе моменты площадей. 
26. Графнчѳскій епоеобъ опредѣленія етатяческаго момента площадей. 

Статическимъ моментомъ площади, относительно некоторой оси, на-
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зывается произведете площади на разстояніе ея центра тяжести до 
выбранной оси. Для того, чтобы пользоваться уже извѣстнымъ намѣ 
изъ главы 2-ой способомъ опредѣленія момента силъ относительно 
оси, разбиваемъ данную площадь прямыми, параллельными оси, на 
отдѣльныя полоски (черт. 54). Принимаемъ площадки послѣднихъ какъ 
силы, приложенныя въ центрѣ тя
жести полосокъ и, на основаніи 
способа отысканія статическаго мо
мента силъ, строимъ многоуголь
никъ силъ и веревочный многоу
гольникъ. Найдя пересѣченіе край-
нихъ лучей веревочнаго многоуголь
ника съ осью 00, т. е. точки а и Ь, 
получимъ отрѣзокъ ab, пропорцио
нальный статическому моменту, а 
самый моментъ будетъ 

М=аЬ.Н. 

Очевидно, что, если въ много
угольнике силъ отложить, вмѣсто 
величинъ площадокъ, сумму ихъ 
основаній,—что можно сдѣлать, про
ведя параллельный линіи въ площади 
на одинаковыхъ другъ отъ друга 
разстояніяхъ и принимая площадки 
за трапеціи,—то окончательно по-

h 
лучимъ, умножая результатъ на —-, 
что: 

M = ab . - у H, 

черт. 54. 

гдѣ, слѣдов., h—высота трапецій. 
Замѣтимъ, что въ томъ случаѣ, 

когда ось, относительно которой мы 
опредѣляемъ моментъ, проходитъ 
черезъ центръ тяжести сѣченія, 
то М= H . 0 = 0, такъ какъ лѣвыя 
площадки дадутъ на оси отрѣзки, 
направленные снизу вверхъ, правыя же—сверху внизъ, въ суммѣ 
равные иервымъ, почему геометрическая сумма всѣхъ площадокъ бу
детъ равна нулю. Обратное заключеніе также справедливо, т. е., если 
статически моментъ относительно нѣкоторой оси равенъ нулю, то 
ось проходитъ черезъ центръ тяжести сѣченія. 

27. Аналитически! способа, опредѣленія статическаго жонента пло
щадей. Въ частномъ случаѣ, если центръ тяжести данной площади 
извѣстенъ или легко опредѣлимъ, то статическій моментъ будетъ 
равенъ произведенію площади на разстояніе ея центра тяжести до 
данной оси. Въ противномъ же случаѣ примѣняется слѣдующій общій 
методъ: на данной площади выбираютъ, въ зависимости отъ способа 
образованія площади, безконечно малый элементъ d<o (черт. 55), рас
положенный на произвольномъ разстояніи х отъ оси; тогда стати-
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ческій моментъ этой элементарной площадки относительно оси уу ра
венъ d<a.x (точнѣе, нужно было бы взять произведете ііш на разсто-

яніе центра тяжести элемента до 
названной оси, но разница между 
этимъ разстояніемъ и прішятымъ 
величина безконечно малая, кото
рой можно, пренебречь). 

Для иолучеиія статическаго мо
мента всей площади надо взять 
сумму вышенайденныхъ элементар-
ныхъ моменговъ, т. е.: 

(А) М= I д ш . х, 
черт. 55. JA 

гдѣ интегралъ берется въ предѣлахъ между крайними элементами. 
Если данная площадь можетъ быть разбита на отдѣльныя пло

щадки, центры тяжестей которыхъ извѣстны, то въ такомъ случаѣ 
лучше применять слѣдующее уравненіе, написанное на основаніи той 
теоремы, что статическій моментъ суммы равенъ суммѣ статическихъ 
моментовъ, т. е: 

(В) M = ш1хі ~\-ш2дг2-f-шяхя-\- =Lmx, гдѣ ш , , ш 2 , ш я 

отдѣльныя площади, a xu x2, xs — разстоянія ихъ центровъ тяжестей 
до оси. Способъ опредѣленія статическаго момента площади графи-
ческимъ или аналитическимъ путемъ зависитъ цѣликомъ отъ вида 
самой площади. Такъ, напрішѣръ, если площадь неправильной формы, 
то опредѣленіе статическаго момента приходится дѣлать гра4>ически 
въ виду того, что рѣшеніе интеграла можетъ быть очень трудное. 
Для площадей же иростыхъ предпочтительнее аналитическій способъ, 
каковой можетъ быть доведенъ до большой простоты, если цент'ръ 
тяжести площади извѣстенъ; даже и въ томъ случаѣ, когда центръ 
тяжести всей площади неизвѣстенъ, a извѣстны лишь центры тяже
стей составныхъ частей, вопросъ опредѣленія статическаго момента 
сводится къ простому суммированію произведеній изъ каждой отдель
ной площади на разстояніе ея центра тяжести до оси, т. е. на осно-
ваніи уравненія В. Покажемъ на примѣрахъ аналитически! способъ 
опредѣленія статическаго момента площадей. 

28. Статичѳскій моментъ площади треугольника относительно одной 
явь его сторонъ. Положимъ, что же-
лаемъ определить статическій мо-
ментъ площади треугольника ABC 
(черт. 56) относительно его осно-
ванія ВС. Примѣняя общее урав-
неніе 

«• 

черт. 5в . 

выдѣляемъ въ треугольникѣ двумя 
линіями, параллельными основанію 
ВС, которое принято нами за ось, 
площадку* dm, шириною^» и высотою 
dx; такъ какъ dx величина безко
нечно малая, то можемъ принять, 
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что выдѣленная элементарная площадка есть параллелограмъ, площадь 
котораго, слѣдов., равна 

du> ~ у. dx. 
Поэтому элементарный статическій моменгь выраисается: 

dM = d<o. X — X. у. dx, 
полный же статическій моментъ будетъ: 

М = J х.у. dx, 

гдѣ предѣлы интеграла еще не поставлены въ виду того, что подъ 
интеграломъ получились двѣ перемѣнныя величины, и мы пока не 
знаемъ, будутъ ли обѣ независимыя перем'Ьнныя или же одна будетъ 
функціей другой. 

Изъ подобія треугольниковъ ABC и АДЕ имѣемъ: 

Такимъ образомъ, видимъ, что у есть функція отъ х, а потому, 
подставляя вмѣсто у въ вышеприведенную формулу найденное зна-
ченіе, можемъ поставить предѣлы интеграла въ зависимости отъ х, т. е.: 

М= Гх. dx Jo h 
и рѣшая интегралъ, получимъ: 

а№ h 

29. Статической моментъ сектора относительно оси, проходящей че
резъ цѳнтръ круга. Дано a,ßviR (черт. 57), требуется найти стат. моментъ 
сектора относительно оси уу. Вы-
дѣлимъ элементарную площадку 
dm, сообразно способу образо
вали сектора, т. е., проведемъ 
два радіуса, одинъ подъ угломъ 
Ѳ къ оси, другой подъ угломъ 
%-\-d<è, и пересѣчемъ ихъ двумя 
дугами радіусовъ р и р + Р̂» з а " 
штрихованная часть и будетъ вы
деленной элементарной площад
кой dm. Элементарный статиче
ский моментъ относительно оси 
уу будетъ 

dM= d<o . X, 
черт 

но d<a = rfp ѵ> ab — dp . p . rfO 
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или 

x = p. SnQ. 
Подставляя эти значенія, иолучимъ 

dM=f. dp. SnS dS. 
Въ первой части двѣ перемѣнныя независимый р и в, поэтому 

для полученія полнаго статическаго момента надо взять интегралъ 
двойной, каждый съ предѣлами согласно измѣненія для сектора ве-
личинъ р и Ѳ, т. е.: 

fK Pß 
М= I / Ра. dp. Sn9. dS, 

Jo J л 

M— I p2. dp J Sn&. d&. Рѣшая интегралъ, 

R3 i \ находимъ: M = [Cos a —Cosß). 

Въ частномъ случаѣ, если принять, что: а -\~ ß = 180°, 
0 — * = ъ 

т. е., если стороны сектора составляютъ съ осью у у равные углы, 
то, замѣчая предварительно, что: 

получимъ: 

или, подставляя вмѣсто 

получимъ окончательно: 

М= R3 Sn 

Въ заключеніе замѣтимъ, что опредѣленіе статическихъ момен-
товъ находитъ себѣ, главнымъ образомъ, примѣненіе при опредѣленін 
центровъ тяжестей площадей, къ каковому теперь и переіідемъ. 

Г Л А В А 7-ая. 

Опредѣлѳше центра тяжести площадей. 
Аналитической еноеобъ онредѣленія центра тяжести. Опредѣленіе 

это производится на освованіи слѣдующаго уравненія: 



— 45 — 

M = en. a, 

M 
откуда a = —^— 

Следовательно, частное отъ дѣленія статическаго момента пло
щади относительно нѣкоторой оси на самую площадь о> даетъ раз-
стояніе отъ оси до центра тяжести. 

Взявъ другую ось, не параллельную лишь первой, и произведя 
для нея тѣже опредѣленія, получимъ въ результатѣ другое разстояніе 
b до новой оси. Проведя на разстояніи а и b отъ соотвѣтствующихъ 
осей линіи параллельныя, получимъ точку пересѣченія, которая и бу
детъ центромъ тяжести площади. 

Въ практикѣ употребляются, большею частью, такія тѣла, площади 
поперечныхъ сѣченій которыхъ имѣютъ хоть одну ось симметрии; 
тогда, очевидно, достаточно найти только одно разстояніе центра тя
жести до нѣкоторой оси, которая, конечно, не должно быть парал
лельна оси симметрін. 

Примѣняя указанный снособъ къ отысканію центра тяжести, 
напр., треугольника, знаемъ, что его статическій моментъ относи
тельно основанія Aß (черт. 58) будетъ 

М-- (см. п° 28). 

Такъ какъ треугольникъ имѣетъ оси 
симметріи, то, проведя одну изъ нихъ, 
а именно, дѣлящую сторону AB попо-
ламъ, найдемъ, что центръ тяжести бу
детъ находиться на ней; съ другой сто
роны разстояніе его отъ стороны AB, 
которую мы приняли за ось, будетъ: 

^ M _ со . h h 
ш З .о) 3 черт. 58. 

Опредѣлимъ также центръ тяжести для сектора, стороны кото-
раго образуютъ равные углы съ осью, проходящей черезъ центръ 
тяжести. 

ТА* Площадь сектора а> = -——, 

2 7 Статическій моментъ Л/ = —- і ? 3 Sn 

Слѣдовательно, разстояніе отъ оси до центра тяжести будетъ 

d — _М_ — _А_ ^ а , и, кромѣ того, центръ тяжести лежитъ на 
ш 3 у 

оси симметріи. 
Если, наконець, въ общемъ случат1;, величина M и со не опреде

лены, то разсгояніе центра тяжести до оси определяется изъ урав-
ненія общаго вида 
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J? 

31. Графически способъ опрѳдѣлѳнія центра тяжести площади. 
Цеитръ тяжести всякой площади можно разсматривать, какъ точку, 
лежащую «а направлеліи равнодѣйствующей вѣса *) данной площади; 
поэтому опредѣленіе его, въ общемъ случае, производимъ слѣдующимъ 
образомъ. Разбиваемь данную площадь (черт. 59) параллельными ли
ниями на возможно большее число частей, разсматриваемъ каждую 
такую площадку какъ трапецію, и, при небольшой величинѣ площа-
докъ, назначаемъ ихъ центры тяжестей на глазъ. 

Строя далѣе многоугольникъ 
, силъ и веревочный многоугольникъ 

и продолжая крайніе лучи послѣд-
няго до ихъ взаимнаго пересѣченія, 
получимъ точку X, черезъ которую 
пройдетъ равнодействующая парал
лельно выбранному направленію 
силъ. Очевидно, что на этой равно
действующей будетъ лежать центръ 
тяжести площади. Поворачивая на-
правленіе силъ или самую площадь 

на нѣкоторый уголъ 180° и по-

вторяя вышеприведенное построе-
ніе, найдемъ другую прямую, на ко
торой также лежитъ центръ тя
жести; пересѣченіе первой и второй 
равнодействующей опредѣлитъ по-
ложеніе центра тяжести. 

Въ большинстве случаевъ, на 
практике приходится иметь дело 
съ такими телами, площади попе-
речныхъ сеченій которыхъ имѣютъ, 
по крайней мере, одну ось сим-

черт. 59. метріи. Въ такомъ случае доста
точно сделать лишь одно построеніе, разбивъ площадь линіями не 
параллельными оси симметріи. 

Для облегченія построенія лучше производить дкленіе площади 
параллельными линіями, отстоящими другъ отъ друга на равныхъ 
разстояніяхъ и, кроме того, нетъ надобности проводить линіи парал
лельно направленію веса, такъ какъ мы всегда можемъ повернуть 
иостроеніе на какой угодно уголъ. 

32. Опредѣленіѳ центра тяжести площади, центры тяжестей состав-
ныхъ частей которой нзвѣстны. Чтобы определить графически центръ 
тяжести фигуры, изображенной на чертеже 60, найдемъ предвари
тельно центры тяжестей отдельныхъ частей, которые легко опреде
ляются, какъ лежащіе на пересечены діагоналей 3-хъ прямоугольни-

*) Хотя площадь есть в е ш а н » іегѣсомі», во вш б у д е п подрмуаівать вод* сдовоіъ иѣсі 
влоицдв ышю вырышвцгв въ J i a c t i u n . в д ш щ а » содержим ввадрижнх» еднвжцъ идощ»дщ. 
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ковъ, на каковые мы разбиваемъ на
шу площадь. Примемъ далѣе, что 
площадь каждаго изъ прямоуголь-
никовъ соответственно равна Fx, 
-^2»,^з и выражена отрѣзками пря
мой, которые примемъ за силы, дѣй-
ствующія сперва въ направленіи 
параллельномъ AB, a затѣмъ по 
направленію параллельному АЛВХ. 
Опредѣливъ для этихъ обоихъ слу-
чаевъ положеніе 2-хъ равнодѣй-
ствующихъ LF, найдемъ точку ихъ 
взаимнаго пересѣченія 0, представ
ляющую искомый центръ тяжести. 

Вмѣсто отрѣзковъ Fu F2 и F8, 
содержащихъ столько линейныхъ 
единицъ, сколько каждая соответ
ствующая площадь содержитъ квад-
ратныхъ единицъ, можно отклады
вать по тѣмъ же направленіямъ 
отръзки, равные высотамъ прямо-
угольниковъ, равповеликихъ дан-
нымъ и имѣющихъ одно сбщее 
основаніе; вообще, результатъ не 
измѣнится, если вмѣсто площадей 
прямоугольниковъ будемъ отклады
вать по направленіямъ Fu F2, и F3, 
величины имъ пропорціональныя. 

черт. 60 

Г Л А В А 8-ая. 

Опредѣденіе моментовъ второго порядка площадей. 
33. Общія повягія. Теорія моментовъ второго порядка, изложен

ная нами выше, находитъ, главнымъ образомъ, примѣненіе при раз-
счетѣ изгибаемыхъ балокъ. Если отнесемъ площадь поперечнаго сѣ-
ченія такой балки къ двумъ прямоугольнымъ координатньгаъ осямъ 
и обозначимъ черезъ dm безконечно матую площадку этого сѣченія, 
а черезъ х и у разстоянія ея до осей координатъ, то произведенія 
dm. x'J или dm. у 2 называются элементарными моментами инерціи от
носительно осей у или х; суммы же такихъ элементарныхъ моментовъ 
инерціи, взятыя въ извѣстныхъ предѣлахъ, представляютъ намъ мо
менты инерціи всей площади относительно тѣхъ же осей, т. к.: 

/х= j у 2 . dm — мом. инерціи площади относит, оси х. 

/у = j -r2 .dm у, 

гдѣ интегралы должны быть распространены на всю площадь. 
Кромѣ вышеуказанныхъ произведеній элементарной площади на 

квадратъ разстоянія ея до оси, можно составить еще произведете, 
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измѣреніе котораго будетъ одинаково съ прежними, а именно: 
dm. х.у. 

Такое произведете называется элементарнымъ пр тзведеніемь 
инерцги, а сумма элементарныхъ даетъ полное произведете инерціи 
(или центробѣжнаго момента), т. е. 

ZXy = Jdm. х.у. — произведете инерціи плошади О Т Н О С И Т , осей х иу. 

Напряженіе при изгибѣ есть нѣкоторая функція отъ этихъ трехъ 
интеграловъі а потому необходимо всесторонне изучить эти послѣдніе. 
Предварительно разсмотримъ Н Е С К О Л Ь К О относящихся сюда теоремъ. 

34 Зависиность между моментомъ инерцін всей площади и момен
тами инѳрцім составляющихъ площадей. Разобъемъ данную площадь 
(черт. 61) линіями, параллельными оси AB, на нѣсколько частей и 
положимъ, что моментъ инерціи каждой полученной такимъ обра-
зомъ площадки равенъ соотв-втственно: 

Г' Гь Сс f d 

/, = I д : 2 dm, І2 = I х~ dm, / 3 = I х- dm, Д = J X2 d(o. 
Jb Je JA Je 

Моментъ же инерціи всей 
площади 

4 1 - • 
dm. 

черт. 61. 

И Л И 

Разлагая вторую часть равен
ства по правиламъ интегральнаго 
исчисленш, найдемъ: 

J = Â - f - A + / 8 + / 4 , т. е. 
моментъ инерцги всего сіьченгя равенъ сумміь моментовъ ннерцін состав
ляющихъ площадей. 

35. Зависимость между моментами инѳрпди площадей относительно 
двухъ параллельных* осей. Выбер е мъ на данной площади элементъ dm 

(черт. 62) и назовемъ разстояніе 
его до осей AB и СД соотвѣт-
ственно черезъ х и xlt тогда мо
ментъ инерціи всей площади х от
носительно оси СД будетъ: 

Tai z= j*xx

3 . dm 

но xl — x-\-l, подставляя, имѣемъ 

lei = I (х 4 - /) dm И 
чзр т . 62. J ' 
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Ici =J'x?.d<i>-\-JP. dm - f j'21. X. dm 

Ted = У x \ dm - f P.Jdm - f - 2/. j X. dm. 

З д ѣ с ь ^ # 3 . </co означаетъ моментъ инерціи относительно оси AB, 

— площадь всего сѣченія n j х . dm — статическій моментъ пло

щади относительно оси AB, т. е.: 

dm = /ab. 

dm = Р.т 

21. jх. dm = 21. Мл. 

Подставляя эти значенія, найдемъ 

Jed = Л ь + Рт - f 21. Мл. 

т. е. моментъ инерціи площади относительно нѣкоторой оси равенъ 
моменту цнерціи относительно оси ей параллельной, сложенному съ 
произведеніемъ площади на квадратъ разстоянія между осями и съ про-
изведеніемъ статическаго момента, относительно первой оси, на удвоен
ное разстояніе между осями. 

Въ частномъ случаѣ, наиболѣе встрѣчающемся въ практикѣ, если 
ось AB проходитъ черезъ центръ тяжести сѣченія, то Мл = 0, и 
тогда предыдущее равенство обратится въ слѣдующее: 

Jcd = /ab -\- Р. т. 

36. Графическая способъ Кульмана опредѣлешя момента инерціх 
площадей. Въ п° 24 былъ указанъ способъ Кульмана для нахожденія 
моментовъ инерціи силъ относительно данной оси. При опредѣленіи 
момента инерціи площади будемъ держаться того-же построенія, а 
потому разобьемъ данную площадь (черт. СЗ) на отдѣльныя площадки 
линіями параллельными оси хх и примемъ вѣсъ каждой такой площадки 
сосредоточеннымъ въ ея центрѣ тяжести. 

Называя, далѣе, черезъ тг, <и2, <о3 площади этихъ полосокъ, а 
черезъ уі, уѵ у3 — разстоянія ихъ центровъ тяжестей до оси хх, 
можемъ написать, что 

Іх = ш« + Ш 2 Л 2 + <°s Уз + = S m j y ä 0) 

Обратимъ полоски въ равновеликіе имъ прямоугольники, имѣющіе 
общее основаніе а, тогда, называя высоты прямоугольниковъ соответ
ственно черезъ zv zt, z 3 , имѣемъ: 

<о4 = azv a>2 = az2, C03 = az3.. 



черт. 63. 
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Подставляя эти величины въ уравненіе (1), получимъ 

Іх = a ѣгу* 

Если теперь примемъ высоты zi zb гй какъ силы, приложен
ные въ пентрахъ тяжестей полосокъ параллельно оси хх, то, на осно-
ваніи способа построенія, изложеннаго въ «° 24, обозначая черезъ Н1 

полюсное разстояніе перваго многоугольника силъ, 11г тоже второго 
многоугольника силъ и черезъ и 
длину отрѣзка, дѣлаемаго на оси 
хх крайними лучами второго вере
вочнаго многоугольника, получимъ, 
какъ и раньше: 

— п. Нѵ H.,, а отсюда 
I — a Ejy% = а. п. Нх. 

Всѣ величины правой части, 
очевидно, надо измѣрить по одному 
масштабу разстояніп, нричемъ для а, 
Нх и Н2 слѣдуетъ выбирать такіе 
разм-вры, чтобы ихъ величины выра
жались вт. круглыхъ числахъ. 

37. Графически! способъ Моора 
для опредѣлѳнія момента инѳрцін 
площади. Чтобы найти момеитъинер-
ціи площади относительно оси хх 
(черт. 64) по способу Моора, разо-
бьемъ также линіями параллель
ными оси хх сѣченіе на площадки. 

Обращая каждую такую пло
щадку въ прямоугольникъ съ об-
пщмъ основаніемъ а, получимъ 
высоты zlt z.>, z3 и принима-
еімъ эти высоты какъ силы, при
ложенный въ центрѣ тяжести пло-
щадокъ. Строимъ многоугольникъ 
силъ и веревочный многоугольникъ. 

Тогда площадь, ограниченная 
сторонами веревочнаго многоуголь
ника, избранной осью*) и продол
женными крайними лучами т. е., пло
щадь BCD F будетъ равна 

F = площ. Д F В 1 ' -J-
-}-площ. Д Г С2'-J-площ. Д 'ÏDF, 

черт. 64. 

*) Ось X X относительно которой желаемъ ояредѣлить J£ избрана п а и , проходящей че

резъ центръ тяжести; если пожелаемъ опредѣлить момеитъ ннерція относительно другой осм 

напр. * X , то ЕЪ площади BCDF Ч ' ж н о придать площадь треугольника GFK. 
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или 

Отрѣзки же, дѣлаемые сторонами веревочнаго многоугольника, 
какъ извѣстно, пропорціональны статическимъ моментамъ, т. е.: 

' H ' H ' Я 

Подставляя эти значенія въ выраженіе для площади F , получимъ: 

или F — 

откуда 

,2 

~2Н 

Умноживъ обѣ части равенства на отброшенное общее для 
всѣхъ прямоугольниковъ основаніе а получимъ". 

Лѣвая часть равенствъ есть моментъ инерціи; такъ какъ a ѣзу2 = 
= "Lazy2 = Zdw.y2 = 1 поэтому 

- Гх = 2aHF 

т. е. моментъ инерціи протюрціоналенъ площади F , _слѣдов., онред'Ь-
леніе момента инерціи сводится къ отысканію величины этой площади. 

Не трудно видѣть, что при увеличеніи числа полосокъ, на которыя 
мы разбиваемъ нашу площадь, ломаная линія веревочнаго много
угольника приближается къ кривой, которая, въ наіпемъ случаѣ, бу
детъ касательна къ ломаной въ точкахъ пересѣченія послѣдней съ 
нродолженіями прямыхъ, разбпвающихъ площадь на полоски. Поэтому 
при отысканіи момента инерціи по способу Моора всегда можно видѣть 
ошибку, которую мы сдѣлалн, раздѣливъ данное сѣченіе на конечное 
число частей; эта ошибка выражается разностью площадей ALNEF 
и BCDF. 

Вычисленіе величины площади F можетъ быть произведено болѣе 
или менѣе точно, смотря но тому, будемъ ли мы определять площадь 
ограниченную веревочной кривою или веревочной ломаной линіей. 
Для вычисленія площади, въ первомъ случаѣ, примѣнимъ формулу 
Симпсона, которая имѣетъ видъ 

Для вычисленія по этой формулѣ надо площадь, ограниченную кри
вою, осью абсциссъ съ двухъ сторонъ и 2-мя ординатами съ двухъ 
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другихъ сторонъ, раздѣлить на четное число площадокъ линіями, прове
денными параллельно ординатамъ на равномъ разстояніи другъ отъ друга; 
тогда, въ приведенной формулѣ, д . ѵ обозначаетъ разстояніе между 
дѣлящими ординатами, a jyku длину самихъ ординатъ. Пользуясь 
этой формулой для нашего случая, т. е. для опредѣленія величины 
площади АЕС (черт. 63), ограни
ченной веревочной кривой и двумя 
касательными къ ней въ точкахъ 
А и Е, раздѣлимъ площадь линіями, 
параллельными одной изъ касатель-
ныхъ и проведенными на равныхъ 
разстояніяхъ другъ отъ друга, на 
четное число полосокъ и, измѣривъ 
по масштабу полученныя ордина
ты jv0, ylt у2 , а также разстояніе 
между ними е, получимъ по фор
мула Симпсона ч в р Т 6 5 

F = -fa + tyi + 2у, + 4у, + 2Уі + + 4 y 2 n - l ) 

Для опредѣленія величины площади F въ томъ случаѣ, когда 
можно ограничиться меньшей точностью, что бываетъ въ большин
ства случаевъ при нашихъ разсчетахъ, можно разсматривать пло
щадь F, какь состоящую изъ 
нѣсколькихъ трехугольниковъ 
(черт. 66) съ основаніями ди Ь.2, 
Ь3 и высотами hlt h2, hs , 
тогда, очевидно, 

2F = ЪХК + Ь2 k, + 
+ + = Ш 

Правую часть этого равенства 
можно разсматривать какъ сумму 
статическихъ моментовъ относи
тельно оси ВС силъ Ь„ b2, Ь3 , 
приложенныхъ въ вершинахъ тре-
угольниковъ. 

Такой моментъ, какъ из
вестно, равенъ отрѣзку край- т 

нихъ лучей веревочнаго много- е • • 
угольника на оси (я), умноженному на полюсное разстояніе ( / / 2 ) , а 
потому 

2F=n. Я 2 . 
Моментъ инерціи площади будетъ равенъ, следовательно, 

I — а. Нѵ Н2. п. 

Въ заключеніе объ опредѣленіи моментовъ инерціи, замѣтимъ, 
что всякое сѣченіе можетъ быть разбито линіями параллельными оси 
на полоски, которыя съ достаточной степенью точности можно при
нять за параллелограммы, треугольники и трапеціи, нричемъ послѣд-
нія можно, въ свою очередь, разсматривать, какъ состояния изъ па-
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раллелограммовъ и треуголыіиковъ. Поэтому вопросъ объ опредтѴ 
леніи момента инерцін какого угодно сѣченія сводится къ опредѣленію 
таковыхъ для параллелограмма и треугольника. Такъ какъ, кромѣ 
того, мы знаемъ зависимость между, моментами инерціи относительно 
осей параллельныхъ, то, слѣдовательно, вопросъ сведется къ опредѣ-
ленію моментовъ инерціи параллелограмма и треугольника относи-, 
тельно оси, проходящей черезъ ихъ центръ тяжести и параллельной 
основанію. Такимъ опредѣленіемъ мы и займемся, но предварительно 
замътимъ слѣдующее: при оиредѣленіи моментовъ инерціи каждой 
изъ площадокъ, на каковыя была раздѣлена данная площадь, нами были 
приняты разстоянія у отъ данной оси хх до центра тяжести этихъ 
площадокъ; такое принятое нами разстояніе не совсѣмъ точно, такъ 
какъ моментъ инерцги площадки, какъ величины конечной есть сумма 
элементарных^ моментовъ инерцги, и сзтмма квадратовъ разстояній этихъ 
элементовъ не можетъ быть равна квадрату ихъ суммы, т. е. квадрату 
разстоянія отъ оси до центра тяжести всей площадки. Величину же, 
на квадратъ которой надо умножить данную площадь, чтобы получить 
ея моментъ инерціи, можемъ получить изъ равенства 

откуда 

Эта величина г'х называется плечомъ инерцги, и опредѣленіемъ ея также 
займемся какъ для сѣченій параллелограмма и треугольника, такъ и 
для сложнаго сѣченія; предварительно же укажемъ на зависимость между 
плечами инерціи относительно осей параллельныхъ. 

37. Зависимость между плечами инерціи площади относительно па
раллельныхъ осей. Мы знаемъ, что моментъ инерціи относительно нѣ-
которой оси хх равенъ моменту инерціи, относительно оси ей па
раллельной и проходящей черезъ центръ тяжести, сложенному съ 

произведеніемъ площади на квад
ратъ разстоянія между осями, т. е. 
(черт. 67) 

- f / V 
а, такъ какъ Т = ш. / 8 

Ar Js 
и J = СОЛ. 

черт. 67. 

то, подставляя, имѣемъ: 
! = со. г или 

X 

откуда видимъ, что плечо инерціи, относительно оси х ( г

 х} выражается 
гипотенузой прямоугольнаго треугольника, катеты котораго: одинъ— 
плечо инерціи относительно оси S8, проходящей черезъ центръ тяжести 
площади, другой—разстояніе между осями. Если величина г$ извѣстна, 
то построеніе для опредѣленія г'х, сдѣланное на чертежѣ, понятно 
безъ особыхъ поясненій. Изъ этой зависимости плечъ инерціи ста
новится ясно, что достаточно опредѣлить плечи инерціи для площади 
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относительно осей, проходяшихъ черезъ ея центръ тяжести Т. к. 
выведенная зависимость даетъ возможность опредЬлять'пдечи инерціи 
относительно любой оси парал- * 
лельной. 

38. Моменть я плечо инѳрцін 
параллелограмма. Выдѣлимъ въ 
параллелограммѣ (черт. 68) эле
ментарную полоску шириною Ь 
высотою dy, разстояніе же ея 
до оси SS, проходящей черезъ 
центръ тяжести сѣченія, будетъу, 

черт. 

Раздѣливъ полученную величину момента инерціи на площадь, 
получимъ выраженіе для плеча инерціи 

откуда * 5 

h h 
можно построить какъ среднюю пропорцюнальиую между 

2 и —, такъ какъ изъ выраженія * 5

 2 — jg" получимъ, разбивая вторую 

часть на два множителя 

изъ чего t's выразится перпендикуляромъ къ діаметру, раздѣляющему 

послѣдній на части ~ и что исполнено на чертежѣ. 
39. Моменть н плечо инѳрціи треугольника. Проведемъ въ тре

угольники черезъ его центръ тяжести (черт. 69), который находится 
на одной трети высоты, считая отъ основанія, ось SS параллельно 
основанію a; выдѣлимъ полоску высотою dx и шириною у двумя па
раллельными оси линіями на разстояніи х и х -f- dx отъ оси SS. 

Выраженіе для момента инерціи, по общей формулѣ, имѣетъ видъ 

Гь 

1 = 1 X3 . da. 
s J » 

Въ даяномъ случаѣ вмѣсто dw подставимъ площадь прямоуголь
ника, съ основаніемъ у и высотою dx, тогда выраженіе элементарнаго 
момента ішерціи будетъ; 
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dl. •-х*.у. dx 

вы-Мы получили въ первой части двѣ перемѣнныя, которыя можно ^ 
разить одну черезъ другую; изъ подобія треугольниковъ A B C и A D E 

Подставляя въ выраженіе 
элементарнаго момента найденное 
значеніе для у получимъ 

а. .> Для полученія момента инер-
ціи всего треугольника проин-

, е р т ' ' тегрируемъ найденное значеніе 
для dls, взявъ интегралъ въ предѣлахъ измѣненія х, т. е. отъ 

2Ä г- до -f- — ; тогда получимъ: 
і о 

Для получения плеча инерціи имѣемъ 

Разбивая правую часть равенства на два множителя — и видимъ, 
что is можно построить какъ среднюю геометрическую величину между 
h h 

-у и —, что и исполнено на чертежѣ. 
40. Можѳнтъ ж плечо хнѳрщи площади круга относительно діанетра. 

Вопросъ рѣшается также на основаніи уравненія 

Для подученія подъинтегральной функціи въ зависимости отъ 
способа образованія круга, выдѣлимъ элементъ, образованный двумя 
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радіусами и двумя дугами, (черт. 70), проведенными "на безконечно 
близкихъ разстояніяхъ и dp другъ отъ друга. 

Принимая выдѣленный эле-
ментъ, вслѣдствіе безконечно ма-
лыхъ его измѣреній, за прямо-
угольникъ, получимъ площадь его 

d<o = dp. p. de, 
гдѣ p. de есть дуга; далѣе, раз-
стояніе 

X = p. SnB, 

и, подставляя найденныя величины 
въ подъинтегральную функцію, 
найдемъ, что элементарный мо
ментъ инерціи равенъ 

dls = р3. dp. Sn-Щ. d&. 
Для подученія момента инерціи ч е р т 70. 
всего круга возьмемъ интегралъ 
отъ найденнаго выраженія, но, такъ какъ здѣсь двѣ перемѣнныхъ 
независимыхъ, именно р и Ѳ, то интегралъ надо взять двойной, пре-
дѣлы каждаго будутъ въ зависимости отъ измѣненій независимыхъ 
перемѣнныхъ, т. е. отъ 0 до R и отъ 0 до .2іг; итакъ, получимъ: 

или, выражая полученное значеніе для I черезъ діаметръ, найдемъ 

64. 
Плечо инерціи получится изъ формулъ 



. _ D _ R 
оттуда г

5 — 4 — 2. 

41. Оирвдѣлвніѳ плеча ннѳрцін графически для произвольной пло
щади. Общее выраженіе, найденное для плеча инерціи, имт.етъ видъ 

X oj 

Если моментъ инерціи нами найденъ по способу Кульмана, то 
величина его выразится, какъ извѣстно (черт. 63), 

Іх = а. п. Нѵ Н2 

также со = а Eg 

Подставляя эти значеяія въ общую формулу для выраженія плеча инер-
піи, получимъ: 

Чтобы найти графически эту величину, обозначимъ величину 
правой части, именно: 

тогда получимъ: г # 2 ~ т - п> 

что легко построить, если извѣстно m, а последнее найдется изъ 
пропорціи 

Ht : 20 = m : Н2 

Для построенія этой последней пропорціи проведемъ на черт. 63 
между крайними лучами перваго многоугольника силъ прямую линію 
параллельную AB такъ, чтобы отрѣзокъ ея СВ равнялся Н2, тогда 
линія, проведенная черезъ полюсъ Сх перпендикулярно къ Es или къ 
AB, дастъ отрѣзокъ СХЕ = т, такъ какъ, 

СХЕ : ВС = Ht : AB, 

или СХЕ : Н2 = Нх : Es. 

Откладывая затѣмъ на продолженіи того же перпендикуляра отрѣ-
зокъ CXF = п, дѣлимъ т-\-п — ЕЕ пополамъ и изъ середины описы-
ваемъ полуокружность; тогда перпендикуляръ С, С къ діаметру ея 
ЕЕ выразить собою искомое плечо инерціи г'х, такъ какъ 

Ci G% — т. п., т. е. данному выраженію. 

42. Зависимость между моментами второго порядка относительно 
осей дроходящнхъ черезъ одну точку. Если мы повернемъ около точки О 
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прямоугольную систему осей х, у на какрй нибудь уголъ а, то полу
чимъ новую прямоугольную систему х, ѵ, (черт. 71). Изъ аналитической 
же геометріи извѣстно, что: 

Моменты второго порядка относительно осей хл и ух будутъ 

по которой сумма моментовъ инерціи относительно двухъ пряноуголъ-
ныхъ осей, проходящихъ черезъ одну и ту же точку, есть величина 
постоянная. 

Проведемъ на чертежѣ 71 ось z подъ угломъ 45° къ оси х™, 
тогда моментъ инерціи относительно ея, по формулѣ (1), будетъ: 

4 = !Х C 0 S 3 ^°JrIySni^U-Zxy S n 90°' ИЛИ 

' z - W ' + ' y ) - * * а °ТСЮДа 

Если сложить первыя два уравненія, то получимъ формулу: 



— бо — 

По этой формулѣ можно най
ти величину произведенія инерціи 
Zxy, зная моменты инериіи отно
сительно трехъ указанныхъ осей. 

На основаніи этихъ трехъ фор-
мулъ можно вывести всевозмож-
ныя зависимости между разными 
моментами инерціи и ироизведе-
ніями инерціи. 

43. Графичеекій способъ нахож-
денія J' , F , Z „ , если извѣстны •м У i Х\У\ 
^х1 ^у 11 ^ху 

Проведемъ подъ прямымъ уг-
ломъ оси Ох и Oy я подъ угломъ 
а къ нимъ оси Охх и Оу{, отло-
жимъ на оси Ох отрѣзки, со
ответственно равные; ОІх = I , 

Oly — Iy, принявъ предварительно за ось ж?ЗІ ту, которой соотвѣт-
ствуетъ наибольшая величина момента инерціи. Возставимъ къ оси 
Ох въ точкахъ 1Х и Іу перпендикуляры и отложимъ отъ точки 1Х 

величину ZXy въ отрицатель нЬмъ 
направленіи, т. е. вверхъ, а отъ 
точки Iу ту же величину ZXy— 
внизъ, такъ что: 

Iy^ = + Zxy^Ix^ = ~Zxf 
Опустимъ изъ точки В нер-

пендикуляръ BE на ось Oxt, а 
изъ точки А — на ось Oyt] тогда 
получимъ точку пересѣченія 
этихъ перпендикуляровъ въ С. 
Изъ этой точки опускаемъ пер-
пендикуляръ на ось Ох полу
чимъ точку I , опустивъ, далѣе, 
перпендикуляры изъ точки Е 
на ту же ось Ох, изъ точекъ / 
и на ось Охх и изъ точки С Черт. 72. 

на линію ЕВ, можемъ написать: 
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поэтому: 

Сравнивая эту величину съ формулой (1) «« 42, мы получимъ, 

Подобнымъ образомъ найдемъ: 

fXf C=BE—NE= ОЕ Sin а —ЕС Cosa, 

или, вставляя вышенайденныя значенія для ОЕ и ЕС, получимъ: 
7xt

 C = = I x 8 і п а Cosa — Zxy. Sin2 a — Iy. Sin a. Cosa-\-Zxy. Cos2 a, 

откуда: 

Txt

 C = H lx - 7y) S i n 2* + Zxy C o s 2 *> 

т. ( е. , по формулѣ (1) «°42: 

Jxt

 C = Z x x y , 

Уголъ АС В — прямой, поэтому точка С при измѣненіи угла а 
постоянно лежитъ на окружности, діаметръ которой равенъ AB. 
И такъ, если на прямой AB, какъ на діаметрѣ, описать окружность 
и провести черезъ точку A линію, параллельную оси я£Ч±, то абсцисса 
полученной точки пересѣченія этой прямой съ окружностью пред
ставить изъ себя моментъ инерціи относительно оси x^t, а орди
ната - произведете инерціи. 

Для нахожденія / пользуются формулой (2) «° 42, т. е. 

или же графически можно найти I , если провести діаметръ СВХ и 
изъ точки пересѣченія его съ окружностью опустить перпендикуляръ 
на ось Ох, тогда отрѣзокъ ОТ представитъ собою искомый мо
ментъ инерціи / . 

44. Главные моменты инерціи н главныа осн. Окружность начер-
тежѣ 72 пересѣкаетъ ось *îïïL въ точкахъ /, и поэтому, очевидно, 
что наибольшая величина, которой можетъ достигнуть моментъ инер-
ціи для даннаго сѣченія относительно осей, проходящихъ черезъ 
точку О будетъ: Тх = ОТи причемъ для полученія положенія оси, ко
торой онъ соотвътствуетъ, нужно соединить точку А и Тх и провести 
черезъ начало координатъ прямую, параллельную АТХ, тогда линія 
[ 0 ( 4 - 1 ) ] выразитъ собою искомую ось. Наименьшая величина мо
мента инерціи будетъ: Г.2 = ОТ.2 и ей соотвѣтствуетъ ось [ О ( 4- 2 ) ], па
раллельная направленію А Т., или перпендикулярная къ оси [ О ( - f 1 ) ]. 
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Величины / „ Т. называются главными моментами инерцги, а оси, 
относительно которыхъ они берутся,—главными осями, причемъ, какъ 
видно изъ чертежа произведете инерщи для этихъ осей равно нулю; 
иначе говоря въ каждой точкѣ О на "плоскости сѣченія находятся 
такія двѣ прямоугольныя оси, произведете инерціи относительно ко
торыхъ равно нулю. 

Аналитический выводъ для опредѣленія положенія главныхъ осей, 
сводится къ опредѣленію угла а, образуемого положительною осью 
х съ положительнымъ же направленіемъ одной изъ главныхъ осей 

Изъ формулы (1)«°42 имѣемъ: 

/Хі=/Х Cos*a-\-ly Sin°-x — Zxy Sin 2 a 

Для нолученія maximum и minimum возьмемъ первую производ
ную отъ / , причемъ перемѣнная будетъ, конечно, а; тогда имѣемъ: 

dlx _ j l » = — / « 2 Cosa Sin a 4 - / , 2 Si» a Cosa — Zr„ Sin 2 a. 
da. x у ХУ 

или: 

Сравнивая эту формулу съ выраженіемъ для Z ѵ въ «°42 
dlv 

форм. (1 ), мы видимъ, что ±« = 2ZX ѵ , приравнивая же нулю эту первую 
da 1 

производную для опредѣленія значенія dпри которомъ I будемъ имѣть 
maximum или minimum, видимъ, что, въ такомъ случаѣ Z = 0. 

хи 1 

И такъ наибольшее или наименьшее значеніе будетъ имѣть моментъ 
инерціи, если произведете инерціи равно нулю, приравнивая далѣе 
правую часть предыдущаго выраженіе нулю, получимъ 

22XV 
tg2a= У . . .(4) 

у X 

Это и есть то значеніе угла, которое опредѣляетъ положеніе 
главныхъ осей. Остается рѣшить еще одинъ вопросъ: будемъ ли I 
имѣть значеніе maximum или minimum, или то и другое, для этой 
дѣли надо взять, какъ извъетно, вторую производную и посмотрѣть 
будетъ ли она положительна или отрицательна при найденномъ зна-
ченіи независимо перемѣнной, въ нашемъ случаѣ а. 

Какое бы значеніе ни имѣло выраженіе правой части равен
ства (4), мы всегда найдемъ для tg2a два угла, отличающіеся на іг 
другъ отъ друга, а потому a имѣетъ два значенія, разнящіяся другъ 
отъ друга на ~ , т. е. на 90°. 

Дифференцируемъ еще разъ и вставдяемъ вмѣсто a значенія: a 
и (90е - j - а̂ , получимъ: 
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отсюда видно, что величины второй производной имѣютъ разные 
знаки; это указываетъ на то, что данное выраженіе, Іх имѣетъ mi
nimum при значеніи независимой перемѣнной, равномъ а и maximum 
при 90° - j - а, т. е., что въ каждомъ сѣченіи есть, по крайней мѣрѣ, 
двѣ взаимно перпендикулярный оси, для которыхъ моменты инерціи 
будутъ maximum и minimum. 

Такимъ образомъ всякое сѣченіе имт>етъ но крайней мѣрѣ двѣ 
главныя оси. Если слуйно Z = 0, то сами координатныя оси х и 

у суть главныя оси (ур. 4). Можетъ однако случиться, что всякая 
ось, проходящая черезъ центръ тяжести есть главная ось и именно 
тогда, когда Zxy = 0 и въ то же время Іх = 1 Правая часть уравн. 4 

принимаетъ тогда неопредѣленный видъ ~ , но изъ ур. 

видимъ, что %Xtyx — b Для всякой оси, а изъ уравн. Іх =ІХ CW'a-J-
-\-1У Sin 2 я — ZXy Sin 2 a слѣдуетъ, что всѣ моменты \JX j между со
бой равны. 

Здѣсь надо замѣтить, что ось симметріи какого либо сѣченія въ 
то же время есть главная ось, такъ какъ произведете инерціи отно
сительно этой оси и ей перпендикулярной, или косоугольной, смотря 
по тому, какова площадь, равно нулю. 

Въ самомъ дѣ.тѣ, если такая ось раздѣляетъ наше сѣченіе на 
двѣ симметричныя половины, то для каждой площадки въ одной по-
ловинѣ можно найти такую же площадку въ другой половинѣ такъ, 
чтобы произведете xyd<& для той и другой были одинаковы; тогда 
Jxyda> можно разложить на два одинаковыхъ интеграла, но съ прямо 
противоположными предѣлами, откуда очевидно, что полный Jxyda> = 0. 

Такимъ образомъ, если только сѣченіе симметрично, то ось 
симметріи принимается за одну изъ главныхъ осей, другая же ось 
будетъ ей перпендикулярна, въ частномъ же случаѣ можетъ быть и 
наклонна, и опредѣляютъ моментъ второго порядка относительно 
этихъ осей, зная главные моменты инерщи можемъ опредѣлить вели
чины / . , 7„„ 'Zv.. для какихъ либо другихъ осей, проходящихъ черезъ 
начало координатъ главныхъ осей, слѣдующимъ образомъ: 

Наносимъ въ любомъ масштабѣ на оси (0,-\- 1) [черт. 77], 07, = 7, 
и ОТг = 72, строимъ окружность на линіи 7, Т.г, какъ на діаметрѣ и че
резъ точки 72 и 7, проводимъ линіи, нараллельныя осямъ Ох и Oy, 
тогда абсцисса ^Oj j точки пересѣченія С будетъ— Іх, а ордината 
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/„ C — Z - для опредѣленія же 7„ проводимъ діаметръ (CT?) круга 
черезъ точку С и для полученной такимъ образомъ точки В нахо-
димъ абсциссу Ol — I 

У У Или же можно воспользо
ваться уравненіемъ: Іх 4-1у = 

2Zxy 
Изъ формулы/^2 а = т——j-r-

У л* 
мы можемъ опредѣлить уголъ 
(а), образуемый главными осями 
инерціи съ осями, для которыхъ 
извѣстны Іх, Iу и ZXy, такимъ 
образомъ положеніе осей^я и у 
можетъ быть найдено и анали
тически. 

45. Опредѣдѳніѳ главныхъ мо-
жектовъ инерціи аналитическими 
путемъ. Полагая что нами опре
делены значенія l x , I и Z от

носительно произвольвыхъ, взаимно перпендикулярныхъ, осей коорди
натъ, воспользуемся ур. ( 1 ) п° 42 для опредѣленія моментовъ инер-
ціи /j и / 2 относительно главныхъ осей, проходящихъ-черезъ тоже 
начало. 

Полагая въ уравненіяхъ (1) я 0 42 оси х и у главными и 
замѣняя оси .г, и ух черезъ х и у, имѣя далѣе въ виду что 

произведете инерціи относительно 
главныхъ осей равно нулю, получимъ 
(черт. 74) 

черт. 73. 

Складывая и вычитая эти урав-
ненія, имѣемъ: 

( Тх -Ту) S e c 2 * = Л — Л 

Отсюда опять черезъ сложеніе и 
вычитаніе получимъ: 

Подставляя въ эти уравненія вмѣсто Sec 2 a его значеніе, которое 
найдемъ изъ уравненія 4 п° 44, имѣющаго видъ: 
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Подучимъ окончательно: 

Такимъ образомъ, получимъ значенія главныхъ моментовъ инер-
ціи, выраженный черезъ произвольные моменты 2-го порядка. 

46. ОярздЬлѳніѳ прзнзвѳдѳаія инѳрціи относительно осей параллехь-
ныхъ осямь, отнаскгѳяьно которыхъ произведете внерцін нввѣсгво. По-
ложимъ, что намъ извѣстно произведеніе инерціи Z относительно 
осей xt и yt, проходящихъ 
черезъ центръ тяжести Ох сѣче-
нія площадки <о (черт. 75); тогда 
для опредѣленія произведенія 
инерціи ZXy относительно осей 

Ох и Oy, параллельныхъ преж-
нимъ осямъ и имѣющихъ на
чало въ точкѣ О, координаты 
которой относительно осей Otxt 

и OjjVj будутъ — тг) и —8; будемъ 
имѣть: 

a потому, подставляя, получимъ: 

xy 
(5). 

Въ частномъ случаѣ, если оси xt и ух главныя, то: 
Zxy — • • • • (6>-

47. Онрвдѣленіе лроивведевія инерціи графическим* путежъ. Поль
зуясь тѣмъ же способомъ построенія, какой былъ принятъ нами для 
опредѣленія момента инерціи площади, съ помощью уравненія 6 п° 46, 
можемъ опредѣлить графическимъ путемъ произведете инерціи сѣ-
ченія, изображеннаго на черт. 76, которое можно разбить на прямо
угольники съ площадями ш1( <ог и ш3. 
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Проводя оси Ох и Oy параллельно сторонамъ AB и АС сЬченія, 
видимъ, что координаты центра тяжести каждаго изъ прямоугольни-
ковъ будутъ: 

ДЛЯ «>! - f - Oj, - { - Щ. 
„ со2 — 8а, — т)2. 

» <о3 + 8 з > ~ і̂з-
На основаніи уравненія 6 п° 46 

можемъ написать 
°>з%8а • • ( А ) 

Для полученія этого выраженш 
графически поступаемъ какъ и 
раньше. 

Обращаемъ наши прямоуголь
ники въ равновеликіе имъ треуголь
ники съ общимъ основаніемъ а, 
тогда получимъ высоты zt, з 2 и z3, 
который, очевидно, равны: 

Zi — "1. „ ws. ш 3 
0» — - - 1-

а 

черт. 76. 

а ' а' 
Примемъ эти высоты, какъ 

силы, приложенныя, въ центрѣ тя
жести соотвѣтственныхъ прямо-
угольниковъ, параллельно оси Oy. 

Построимъ многоугольникъ 
силъ и первый веревочный много
угольникъ; отрѣзки, дѣлаемые про

долженными лучами послѣдняго на оси Ох, примемъ снова за силы, 
приложенныя въ тѣхъ же центрахъ тяжести, но дѣйствующія парал
лельно оси Oy. 

Второй веревочный многоугольникъ Г2'3'4', хотя и не параллель
ный новому направленію силы, уже имѣется, поэтому мы имъ вос
пользуемся, выбравъ лишь новый полюсъ на разстояніи Н2 и проведя 
лучи второго веревочнаго многоугольника, не параллельно лучамъ 
многоулыгака силъ, а перпендикулярно. Отрѣзокъ m дѣлаемый на 
оси Oy крайними лучами второго веревочнаго многоугольника, и дастъ 
намъ величину пропорціональную произведенію инерціи. 

Действительно, мы имѣемъ, что: 

Изъ второго многоугольника силъ и веревочнаго многоуголь
ника получимъ 
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Сложивъ почленно лѣвыя и правыя части равенствъ, получимъ: 
Я 2 (l"2"-f- 2"3" — 3"4") = 1'2'. 8, - f 2'3'. 82 — 3'4'. 83. 

откуда 
Щт=\ '2\ - f 2'3'Л -s- 3'4' 83. 

вставляя сюда значенія изъ равенствъ (С) получимъ: 

Я. Я, ' Я, 
или, принимая во вниманіе равенства (В), получимъ окончательно: 

а Н.2 Ht m = to, Tj| Sj -f - ш2 ij, 8, — o>3 т,3 83 

Стѣдовательно: 

xy aHtHt m. 

Подобный способъ опредѣленія произведенія инерціи можетъ 
бытьпримЬненъ къ любой площади, причемъ площадь должна быть 
разбита на площадки линіями, параллельными одной изъ осей х или^. 

48. Опрѳдѣленіе моментовъ второго порядка относительно осей, про
ходящихъ черезъ центръ тяжести площади, безъ опрѳдѣлѳнія сажаго 
центра тяжести. Если данная площадь можетъ быть разбита на нѣ-
сколько частей, моменты 2-го порядка которыхъ, относительно осей, 
проходящихъ черезъ ихъ центры тяжестей, извѣстны, и оси эти па
раллельны, то можно найти моменты 2-го порядка всей площади от
носительно осей, проходящихъ че
резъ центръ тяжести всей пло
щади и гіараллельныхъ даннымъ. 

Положимъ, что извѣстны: I , 

кромѣ того дано, что: 
St хг паралл. S1 л\ паралл. Sx 

что 5 2 и Sx — центры тяжестей со-
ставныхъ частей площади, и поло
жимъ, что S центръ тяжести всей 
площади. 

На основаніи зависимости меж
ду моментами 2-го порядка отно- «Р1- 7 7 • 
сительно параллельныхъ осей и принимая во вниманіе, что моментъ 2-го 
порядка всего сѣченія равенъ суммѣ моментовъ составляющихъ ча
стей, имѣемъ 

1х = 1хх + ***%+1хш + -**' • • - ( А ) -
Зная, далѣе, что статическій моментъ относительно оси, прохо

дящей черезъ центръ тяжести равенъ нулю и что статическій мо-
5* 
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ментъ всего сѣченія равенъ суммѣ моментовъ, составляюіцихъ пло
щадей, можемъ написать: 

М0 ~ (ßlSl 0>2 5., = 0. 
откуда st — <о2 5 2 . 
Кромѣ того, s1-\-s2 = a 
поэтому т і 5, == <о2 (я — Sj ) , 

<ага 
а отсюда зг = 

Также получимъ s2 = •—-р—. 

Изъ двухъ послѣднихъ равенствъ получимъ: 

«* 4 —J— Ы>2

 т і І - < ° 2 

Вставляя полученное значеніе въ формулу (А), получимъ: 

* ХІ хг (в, - j - (ßj, 
.Подобнымъ же образомъ найдемъ: 

У У\ Уч iBj -fo>2

 7 

Пользуясь уравненіемъ, что 

= 2 Х і У і + ^ у , + ^ * Л + <% * 2 

найдемъ также: 

Въ частномъ случаѣ, если х ъ у и х2 и у . , главныя оси частей со, 
и ш.г то 

z - . . (із) 

Помощью этихъ четырехъ выведенныхъ равенствъ возможно 
опредѣлить I , / , Z не опредѣляя предварительно центра тя-л У ху 
жести всей площади, такъ какъ координаты его не входятъ въ наши 
равенства. Если даже извѣстно положеніе центра тяжести сѣченія, 
то все-таки выведенныя въ этомъ п° формулы, представляютъ то 
преимущество передъ выведенными раньше въ я°4б, что числа а и b 
бываютъ болѣе округлены, чѣмъ TJ и 8. 

49. Моменты второго порядка при коеоугольныхъ осяхъ Положимъ, 
-мы имѣемъ прямоугольный оси х и у (черт. 78), повернемъ одну изъ 
нихъ, напр. X, около начала координатъ на нѣкоторой уголъ 90° ~ # , 
тогда координаты нѣкоторой точки будутъ: 

у =у — xctgß; X — X cosec ß . . . (А). 
Кромѣ того извѣстно, что: 

Іх = / ?dai'> Іу — j xîdm> Zxy== fx У d m 
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Также для моментовъ второго порядка относительно косоугольныхъ 
осей х'У найдемъ: 

Іх = / У 2
 аш, Іу = JV* d*, Z x y = / * y dm 

Подставляя въ эти обозначенія 
вмѣсто х' и у величины изъ уравненій 
(А), получимъ 

I x — j{y — XCtgßydv> = fy.da>-\-

— J 2xy ctg ß. dm-\- jctg2ß. dv>, 

или Ix- =Ix+ctg*ßIy-2ctgßZxy.. ( 14) 

ly = Cosec2 ß Jx2 d<a 

ly — I Coseaß . . . (15) 

Zx у — Cosec ß [jxy <Л° — ctgßJx*d<üj 

Zxy'=Cosec ß(Zxy — Iy ctgß} . . . (15) 

черт. 78. 

Изъ уравненія 16 полагая Z х> = 0, т. е. полагая оси х1 и у 
главными осями получимъ: 

Zxy = Ту ctS в • 
откуда 

c t g ß = -pL . . . (17) 
У 

Отсюда ясно обратное заключеніе, а именно: если tcg ß равенъ 
вышенайденной величинѣ, то произведете инерціи относительно 
осей X и у равно нулю. 

50. Эллнпсъ инерціи. Въ заключеніе этой главы о моментахъ 
второго порядка укажемъ на одно свойство ихъ относительно осей, 
нроходящихъ черезъ одну точку. 

Положимъ, что какая нибудь площадь отнесена къ главнымъ 
осямъ, проходящимъ черезъ точку О, относительно которыхъ мо
менты инерціи извъттны. Тогда главныя плечи инерціи, какъ из
вестно, будутъ: 

* = ft 
Имѣя эти выраженіяу можно, на основаніи формулы 

/ „ = / , G>s s a-f / ä S w 2 a 

раздѣлнвъ обѣ части ея на площадь <о, написать: 
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w a = ;'i2 <To5s« + 4 2 Sn' • (A) 

гдѣ і будетъ плечо инерціи для тогоже сѣченія относительно оси, про
ходящей черезъ тоже начало подъ угломъ а къ оси - } - 1. 

Выбирая новую произвольную ось хи проходящую черезъ на
чало координатъ и образующую уголъ а, съ осью -|- 1, найдемъ для 
плеча инерціи относительно ея подобное же выраженіе, и т. д. для 
сколъкихъ угодно осей. Зависимость между этими плечами инерціи і х 

і.х, t.x какъ функціями отъ угловъ а, а„ а 2 .... можно предста
вить геометрически, и казалось бы, съ перваго взгляда всего проще, 

откладывать полученные для со-
отвѣтствующихъ осей отрез
ки іх, і х г'х^.... на этихъ осяхъ 
отъ начала координатъ, и со
единить ихъ концы плавною кри
вою линіею, которая въ дальнѣй-
шемъ можетъ, следовательно, слу
жить для обратнаго решенія во
проса, т. е. для нахождения плеча 
инерціи, а, следовательно, и мо
мента инерціи относительно про
извольной оси, проходящей че
резъ начало координатъ. Хотя 
противъ такого способа на пер
вый взглядъ, какъ замечено вы
ше, нельзя ничего возразить, но 
однако онъ представляетъ то 
неудобство, что полученная та-
кимъ образомъ кривая имела бы 
уравненіе четвертой степени, о 
свойствахъ же таковой кривой 
намъ ничего неизвестно. 

Поэтому постараемся обой
ти это неудобство, применяя из
вестную намъ кривую, а именно 

терт. 79. 

кривую, уравненіе второй которой степени. 
Для этого выберемъ произвольную длину k и отложимъ (для 

замѣны четвертой степени — второю) по оси х отъ точки О (черт. 79) 
отрѣзокъ 

• . .(В) 

Назовемъ координаты полученной точки А черезъ лг0 и Уо» тогда изъ 
треугольника AB О получимъ: 



Вставивъ эти значенія для Cosa и Sua въ формулу (А), имѣемъ: 
у з г і 2 * о 2 I VjVo 2

 н _ 
?* гх 

замѣнивъ tx черезъ выраженіе его (В), получимъ; 

откуда 

или 

а это есть уравненіе эллипса у которого главныя полуоси будугь 
к* А» 
— и — 
h h 

Построивъ на такихъ главныхъ осяхъ эллипсъ и проведя черезъ точки 
А и В къ нему двѣ касательный и двѣ касательныя параллельный 
осп X съ точками касанія С и D, получимъ на основаніи свойствъ 
эллипса, извѣстныхъ изъ аналитической геометріи, что: 

/ . « = _ . _ 
* Ч h 

такъ какъ СДбудетъеопрязкенныйдіаііетръ съ осью х, ибо извѣстно, 
что касательныя къ эллипсу паралелльна діаметру, сопряженному съ 
діаметромъ, проходящимъ черезъ точку касанія, а свойство сопряжен-
ныхъ діаметровъ таково что площадь параллелограмма, построеннаго 
на двухъ сопряженныхъ полудіаметрахъ, есть величина постоянная и 
равняется произведенію полуосей, что нами и написано, такъ какъ е есть 
длина перепендикуляра отъ начала координатъ до касательной парал
лельной оси х. Изъ написаннаго равенства 
находимъ: 

Если положить, что выбранное произвольно 

и замѣтить, что 

то получимъ, что 
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Следовательно, разстояніе отъ начала координатъ до касательной 
параллельной произвольной оси х будетъ радіусомъ инерціи относи
тельно таковой оси. 

Вставляя принятое значеніе для k въ выраженіе для длины 
главныхъ полуосей 

2 OL = ~ = г-Ф = і%, 
h h 

ON = Ç- = bJ* = i 
ч 4 

получимъ на оси - j - l полуось, равную плечу инерціи относительно 
оси 4-2, и наоборотъ. 

Эллипсъ, построенный такимъ образомъ, называется эллипсомъ 
ннерція и въ случаѣ если центръ его совпадаетъ съ центромъ тяжести 
сѣченія,—центральныкь эллипсомъ инѳрціи. 

Изъ указаннаго построенія ясно, какимъ образомъ определить 
моментъ инерціи относительно какой нибудь оси хѵ пользуясь по-
строеннымъ эллипсомъ инерціи. Для этого надо провести касательную, 
параллельную выбранной оси хх и взять разстояніе между этими двумя 
линіями, каковое и представитъ изъ себя плечо инерціи относительно 
оси xt въ случае если вышеприведенная величина k избрана равной 
Yift'ii въ противномъ же случаѣ вмѣсто непосредственной величины 
іх , получимъ величину ей пропорціональную и равную 

/ =£-
Кромѣ плечъ инерціи, а, следовательно, и моментовъ инерціи, 

построенный эллипсъ даетъ возможность определить и произведете 
инерціи относительно осей Ох и Oy. Действительно, изъ аналитической 
геометріи известно, изъ свойствъ сопряженныхъ діаметровъ, что: 

/ . V O N * iget, tg I 904-в I — — --QJJ откуда 

t я _ ON2 

ctg я — — ~QjTJ^> а следовательно: 

OU.tgx tt4gx . . 

Изъ треугольника же BGO имѣенъ, что 
BG—OG.tg ВОЕ = tg \OL—ß вставляя сюда вместо тангенса 

разности угловъ его выраженіе изъ тригонометріи, получимъ 

tgß 
подставляв вкѣсто tgß, найденное значеніе въ уравненіи (С), получимъ 



- 73 -

Принимая во вниманіе формулу (А), получимъ 

Sina. Cosa. (t\s—г'Л 
BG= 1 - / 

Умноживъ же числителя на ш и умноживъ и раздѣливъ на 2, получимъ 
4-АЯ 2« 

DG.m = * [ l *> 
fx 

Величина числителя равна, какъ извѣстно изъ формулы (1)«°42, ZXy, а 
потому: 

lïG.a. %х =r ZXy_ 
Такимъ образомъ, мы видимъ, что отрѣзокъ V>G на касательной между 
перпендикуляромъ и точкой касанія есть величина, пропорціональная 
произведенію инерціи. Также легко показать, что перпендикуляръ изъ 
точки О на касательную, параллельную оси у, будетъ равенъ ОАх—іуу 

и отрѣзокъ между основаніемъ этого перпендикуляра и діаметромъ, 

сопряженньшъсъ осью у, т. е. отрѣзокъ Ах R = ^ ХУ' 

Если оба главные момента инерціиД и / 2 будутъ между собою 
равны, то элдипсъ инерціи превратится въ окружность, и тогда всѣ 
моменты инерціи относительно осей, проходящихъ черезъ точку О, 
будутъ равны между собою. Въ этомъ сдучаѣ всѣ оси будутъ, въ то 
же время, и главными осями. 

Такой случай имѣетъ мѣсто въ квадратѣ или въ какомъ нибудь 
правильномъ многоугольникѣ, точно также какъ и въ равиоконечномъ, 
крестообразноягь сѣченіи; для тавроваго и двутавроваго сѣченій можно 
всегда подобрать такое соотношение между высотою и шириною ихъ, 
чтобы / 1 = / 2 , и тогда для этихъ сѣченій всѣ моменты ннерціи отно
сительно осей, проходящихъ черезъ центръ тяжести, будутъ тоже 
равны между собою. 

До сихъ поръ мы говорили о прямоугольныхъ осяхъ, если же 
почему либо, главный прямоугольный оси, опредѣлить трудно, то иногда 
является выгоднымъ примѣнить косоугольную систему осей. 

Для этого повернемъ ось Ох на уголъ 90°-х въ положеніе Ох 
ось же Oy оставимъ на старомъ м-встѣ тогда получимъ систему косо-
угольныхъ осей Ох и Oy съ угломъ между ними т. 

Выше было найдено (я 0 49), что 
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Zx' y = (zxy — lyctg-i) • • • (16) 

раздѣливъ обѣ части перваго равенства на со, а правую часть втораго 
равенства раздѣливъ и умножнвъ на ш, получимъ: 

-•2 ' ,-2 _ А _ 
гУ ~ гУ Sn*'< 

или, зная, что ZXy = Ах R. іу. со, получимъ: 

*>' = w • • ( А ) 

Zx'y = ~ІпТ{^iX-iyteß} со. . . . .(В) 

Далѣе легко видѣть изъ треугольника Ах О Н, что: 

ОН = - 2 A = _ ^ L . 

HR = Ax R—Ax H=A, R—At О ct&=Al R—iy <*&... (C) 
Принимая же во вниманіе формулы (А) и (В), получимъ: 

ОН=іу' (D) 
Вставляя же вмѣсто правой части равенства (С) величину HR 

въ равенство (В), получимъ: 

Zx'y = HR. °>, откуда 

Zx'v 
Я/? = — 7 ^ (Е) 

Іу. со. 
Такимъ образомъ, видимъ снова, что отрѣзокъ ОН, дѣлаемый на 

оси Ох касательной параллельной оси О/, равенъ плечу инерціи отно
сительно оси у , a отрѣзокъ HR на этой касательной, дѣлаемый осью 
Ох' и діаметромъ, сопряженнымъ съ осью Oy', пропорціоналенъ величинѣ 
произведенія инерціи. 

Если вмѣсто оси Ох1 возьмемъ ось Ох", а ось Oy" оставимъ на 
прежнемъ мѣстѣ, то видимъ что эти оси Ох" и Oy" суть сопряженныя 
діаметры и найдемъ также что: 

OR = іу", 
a отрѣзокъ (бьгашій для den Ох' HR), пропорціональный произведенію 
инерщи, обратится вь нуль, поэтому отсюда слѣдуетъ предложеніе: 
всякая система осек, для шпорой ZXy = О, является системой сопряжѳн-
ныхъ діаметровъ эллипса, и обратно. 

Этотъ выводъ весьма важенъ для такихъ фигуръ, какъ треуголь
нику параллелограммъ, трапеція и т. п., главныя оси которыхъ рас
положены подъ острымъ или тупьшъ угломъ. 
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гдѣ г разстояніе между d<a и поляр
ного осью. 

Проведя черезъ точку пере
сечения полярной оси съ плоскостью 
сѣченія двѣ взаимно перпендику-
лярныя оси XVI у, лежащія въ этой, 
плоскости, получимъ что: 

г 2 = ж» - f у (черт. 8о). 
Умножая обѣ части равенства на da> 
и взявъ интегралы, получимъ: 

•Ір=Іу + Іх (18) 
Слѣдовательно, для опредѣленія 
полярнаго момента инерціи необ
ходимо знать моменты инерціи для осей, лежащихъ въ сѣченіи; въ 
нѣкоторыхъ же случаяхъ является возможность опредѣлить Ірі неза
висимо отъ Тх и /у, Положимъ, что желаемъ опредѣлить полярный 
моментъ инерціи для площади крута. До общей формулѣ имѣемъ 

Ір =J* rKdw. 

Выдѣлимъ элементъ двумя дугами на разстояніи г и г - f dr отъ центра 
круга и двумя радіусами подъ углами Ѳ и Ѳ -f- d&, тогда: 

dm = dr. r. dS 
а потому: 

Jp—Jr*- <*r.dS. 
Здѣсь по интеграломъ двѣ перемѣнныхъ независимыхъ, а потому 

черт. 80. 

Что касается построения эллипса, то зная Іх, 1у и 1Ху относи
тельно произвольныхъ осей, мы можемъ опредѣлить въ каждой четверти 
эллипса касательную и ея точку касанія (на черт. 79), точки Д и R и 
касательныя JIG и RAU а также 2 соотвѣтствующія точки и 2 каса
тельныя С и Р и касательныя CS и Ех Р. 

Такимъ образомъ, эллипсъ заданъ 8 элементами, для построенія 
же его достаточно 5 элементовъ. 

51. Полярные жомѳнты инерціи. До сихъ поръ мы говорили о 
моментахъ инерціи относительно такихъ осей, которыя лежатъ въ 
плоскости самой площади сѣченія. Все выше изслѣдованное можно 
примѣнить и въ такомъ случаѣ, когда ось составляетъ произвольный 
уголъ съ плоскостью сѣченія или ей параллельна. Въ теоріи сопро-
тивленія матеріаловъ придется встрѣтиться еще лишь съ однимъ слу-
чаемъ, а именно, со случаемъ опредѣленія момента инерціи относительно 
оси, направленной перпендикулярно къ плоскости сѣченія, т. е. съ 
такъ называемымъ нолярнымъ конѳнтокъ инерціи. 

Если обозначить его черезъ Ір^ то общее уравненіе будетъ имѣть 
видъ: 
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интегралъ надо взять двойной т. е. 

Интегрируя и подставляя предѣлы, найдемъ: 

Если мы воспользуемся выведенною зависимостью между моментами 
инерціи, т. е. Іл — Іх^г h, т о получимъ также: 

Мы ограничимся для опредѣленія полярныхъ моментовъ лишь 
этимъ единственнымъ случаемъ, какъ вполнѣ достаточнымъ для нашихъ 
цѣлей. Кромѣ всѣхъ описанныхъ способовъ опредѣленія моментовъ 
2?Е? порядка, существуютъ еще другіе, напр. способъ Нейля, Ланду и 
наконецъ, кромѣ теоретическихъ способовъ, могутъ быть примѣнены 
практическіе, самымъ простымъ не требующимъ сложныхъ приборовъ, 
можно считать способъ Бауера, но онъ вмѣсто съ тѣмъ и не особенно 
точный. Для болѣе точныхъ же способовъ существуютъ механическіе 
приборы подъ общимъ названіемь интеграторовъ. Сюда относятся: 
пданиметръ интеграторъ Амслера Лафона, интеграметръ Марселя 
Дюпре и интеграторъ Бруно Абакановича. Наибольшею извѣстностью 
пользуется интеграторъ Амслера Лафона (Amsler's momentenplanimeter). 
Устройство его основано на возможности выразить площадь и моменты 
обоего рода въ функціяхъ отъ числа оборотовъ каточковъ, имѣющихъ 
опредѣленное положеніе относительно оси моментовъ. 

52. Прииѣры онредѣлгенія моментовъ 2"':u порядка. 
Прякѣръ 15?. Найти моменты 2°™ порядка для прямоугольника, 

относительно осей, проходящихъ черезъ 
центръ тяжести и наклоненныхъ къ одной 
изъ сторонъ подъ угломъ — 30°; система 
осей прямоугольная, (черт. 81). Прим-вняя 
въ данномъ случаѣ аналитическій методъ 
и имѣя въ виду, что оси О, и 0% главныя оси 
инерціи, какъ оси симметріи, и наконецъ 
зная, что: 
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Для опредѣленія Іу можно было воспользоваться также формулой 

Примѣръ 22І Опредѣлить іу ) и Zxy для сѣченія углового 
желѣза относительно осей, проходящихъ 
черезъ центръ тяжести параллельно 
полкамъ уголка, (черт. 82) 

Воспользуемся для даннаго случая 
способомъ, изложеннымъ въ я 0 48, безъ 
предварительнаго опредѣленія центра 
тяжести. 

Предварительно имѣемъ. 

Подставляя найденныя значенія въ формулы 10, 11 и 13 я° 48, 
получимъ: 



Принѣръ Ш. Опредѣлить моменты 
2°И порядка для параллелограмма отно
сительно его осей симметріи, выразивъ 
ихъ черезъ стороны и уголъ (черт. 83). 

Такъ какъ оси х üy симметричны, то 
произведеніе инерціи относительно ихъ 
равно нулю, т. е. Zxy = 0. 

Моментъ иНерцш относительно оси 
д-овъ П р Н высотѣ h и основаніи Ь въ 
прямоугольныхъ координатахъ будетъ: 

Іх = замѣняя h — aSna получимъ 

lx = 

12 

12 

Но по формулѣ 15 w° 49 имѣемъ 

h' Iy Coscc-л. 

для даннаго случая будетъ имѣть видъ 

Іх = I х Cosec-oL, 

или подставляя вмѣсто Jx правой части выраженіе его въ прямоуголь
ныхъ координатахъ, получимъ для косоугольныхъ координатъ 

т Ьая Sn3x _ „ Ьая8пл 
1 х = — j-:у— Cosec-x= —і"'Г'"' 

Точно также можно получить, полагая что для полученія прямоуголь
ныхъ осей ось у>И остается неподвижной, а ось х^ поворачивается 
около точки О на уголъ 90 — а, что 

Іу — ly Cosecant, 
ab3Sn3a и имѣя также, что Л, — bSnx и что въ прямоуг. коорд. І У = - •— 

получимъ послъ эамѣны, что въ косоѵт. координатахъ 

ab3Sna. Іу = 
12 
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Примѣръ 4ïï. Опредѣлить момснтъ гшерцін треугольника въ ко-
соугольныхъ координатахъ относи- \ 
тельно оси X, другая ось у дѣлитъ 
сторону b пополамъ (черт. 84). 

Мы имѣли, что: 

х 36. 
но h = a Snß, слѣдовательно, 

/За3 Sw3 ß 

А по формулѣ 
36. 

Іх Cosec^ß, 
получимъ окончательно: 

Прижѣръ 5?І. Найти главныя оси 
для площади прямоугольнаго треуголь
ника, про*ходящія черезъ вершину его 
прямого угла, и моменты второго 
порядка относительно этихъ осей 
(черт. 85). 

Для рѣшенія этой задачи восполь
зуемся формулами (4) и 0 44 и 2 п° 45, 
дающими, во —первыхъ, величину тангенса 
угла (tg2ä), составляемаго главной осью 
сѣ осью X, проходящей черезъ то же 
начало,и, во-вторыхъ, величины главныхъ 
моментовъ инерціи, выраженньщ черезъ 
моменты второго порядка, относительно 
прямоу#оаьныхъ произвольныхъ осей, 
проходящихъ черезъ тоже начало. 

Итакъ, исходя изъ формулъ: 

черт. 85. 

мы видимъ, что рѣшеніе нашей задачи надо начать съ опредѣлешя, 
Ix, Іу и %ху. 

"Выбирая за оси х п ѵ катеты даннаго треугольника, начнемъ 
рѣшеніе съ выясненія сперва центробѣжнаго момента Zxy_ Для этой 
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цѣли ВЫДѢЛИМЪ^ЙЗЪ площади треугольника на разстояніи у отъ оси 
X, полоску ^иіриною и и высотою dy; тогда элементарный центробѣжный 
моментъ -всей этой полоски будетъ равенъ: 

гдѣ у dy вынесено за знакъ интеграла, т. к. у и dy величины постоян
ный для полоски u.dy. 

Произведя интегрированіе и подставляя предѣлы, получимъ 
ydy.~, 

вставляя же вмѣсто и его величину, найденную изъ пропорціи 

Получимъ для центробѣжнаго момента полоски: 

( > - * ) • 
Центробежный же моментъ всеіі площади треугольника относительно 
осей X и у , очевидно, будетъ: 

Zxy=Jaydy^\ 
или интегрируя, имѣемъ: 

У * 

Вводя площадь треугольника 

получимъ окончательно: 

Далѣе, для ТХ() и Іу0) т. е. для моментовъ инерціи относительно 
осей, проходящихъ черезъ центръ тяжести треугольника параллельно 
его сторонамъ, мы имѣли: 

т ab3 

J x r — ~ -•о 36 
т Ьа3 

Ѵо = "зТ' 
Переходя же къ осямъ имъ параллельнымъ и находящимся на раз-
стояніяхъ у и - отъ осей х 0 и у 0 получимъ:, 
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Подставляя теперь найденныя величины для ІХ) Іу и Zxy въ 
формулы, приведенным въ началѣ этой задачи, получимъ: 

Въ частномъ случаѣ, когда £ = 2я получимъ: 

^ 2 а = - - у , 

слѣдовательно, 2я = — 33°40' и-146°20' 
а 8 = _ і б ° 50' и 73° 10', 

т. е. главный оси расположатся, какъ указано на чертежѣ. 
Для главныхъ же моментовъ инерціи получимъ значенія 

І , = 0,717 я 4 = 0,717 ш. я 2 

І а = 0,116 я 4 = 0,116 о>. я 2 

Оканчивая настояшШ отдѣлъ, считаю долгомъ указать тѣ источники, 
которые служили мнѣ для составления графической статики: 
Müller — Breslau И. Die graphische Statik der Bauconstructionen. 
Ясинскгй Ф. Статика сооруженій. 
Föppl. A. Vorlesungen über technische Mechanik. 
Keck. W. Die graphische Statik. 

или 
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